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Решения

1. Квадратный трёхчлен x2 − p x+ q с натуральными коэффициентами имеет два корня. Оказалось, что если q
уменьшить на 30%, то разность его корней увеличится в 5 раз. Найдите такой трёхчлен с наименьшей возможной
суммой корней.

Решение. По формуле корней квадратного уравнения имеем: x1,2 =
p±
√

p2−4 q
2 . Следовательно, x2 − x1 =√

p2 − 4 q. После уменьшения q на 30% разность корней станет равна
√

p2 − 4( 7
10 q). Следовательно, при условии,

что p2 − 4 q ⩾ 0, получаем

5
√
p2 − 4 q =

√
p2 − 14

5 q ⇔ p2 =
81

20
q > 4 q ⇔ 4 · 5 · p2 = 34 · q.

По теореме Виета сумма корней квадратного трёхчлена x2 − p x + q равна p. Наименьшее натуральное p,
удовлетворяющее равенству 4 · 5 · p2 = 34 · q, это 32 = 9, так как p2 должно делится на 34. Тогда q = 20.

Ответ. Наименьшая сумма корней равна 9 у квадратного трёхчлена x2 − 9x+ 20.
Критерии. Полное решение — 7 баллов.

2. Найдите количество функций f : {1, 2, 3, 4, 5, 6} → {1, 2, 3, 4, 5, 6} для которых верно f(f(f(x))) = x для
всех x ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Решение. Возьмем какое-нибудь число a ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Тогда возможны два варианта:

1. Если f(a) = a, то и f(f(f(a))) = a.

2. Предположим f(a) = b и b ̸= a. Тогда f(b) = c, где c ̸= a и c ̸= b. Иначе

(a) Если f(b) = a, то f(f(f(a))) = f(f(b)) = f(a) = b ̸= a.

(b) Если f(b) = b, то f(f(f(a))) = f(f(b)) = f(b) = b ̸= a.

И так как a = f(f(f(a))) = f(f((b))) = f(c), то f(c) = a.

Таким образом, для любого a ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} либо f(a) = a, либо есть три различных числа таких, что
f(a) = b, f(b) = c и f(c) = a.

При этом любая функция с таким свойством подходит.
Тогда найдем число функций с необходимым свойством.

1. Нет ни одной тройки элементов, что f(a) = b, f(b) = c и f(c) = a. Значит, для всех чисел a ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}
верно f(a) = a.

Такая функция одна.

2. Есть одна тройка элементов, что f(a) = b, f(b) = c и f(c) = a. Выбрать тройку можно C3
6 способами. При

этом есть два способа задать функцию в тройке.



Итого 2C3
6 функций.

3. Есть две тройки элементов, что f(a) = b, f(b) = c и f(c) = a. Выбрать первую тройку можно C3
6 способами,

остальные три элемента образуют вторую тройку. Но варианты в которых выбрали в первую тройку a, b, c
и выбрали все кроме a, b, c одинаковые. То есть C3

6 : 2 способов разбить элементы на две тройки. При этом
в каждой тройке есть два способа задать функцию.

Итого 2 · 2 · C3
6 : 2 = 2C3

6 функций.

Всего число функций равно
1 + 2C3

6 + 2C3
6 = 81.

Ответ. 81 функция.
Критерии. Полное решение — 7 баллов.
Верно описана функция f(x) — 3 балла.

3. Окружности ω1 и ω2 пересекаются в точках A и B. Прямая l1, проходящая через точку A, второй раз пересекла
окружность ω1 в точке C, а ω2 — в точке D. Через точку B провели прямую l2, параллельную l1, которая
пересекла ω1 в точке E. Оказалось, что прямая CE касается ω2 в точке F . Докажите, что BF — биссектриса
∠DBE.

Решение. Следующее рассуждение работает на одной из картинок, а именно когда на окружности ω1 точки
расположены в порядке ABEC, а на ω2 — в порядке AFBD. Тогда

∠FBE = 360◦ − ∠AEB − ∠FBA = 180◦ + ∠ECA− ∠FDA

из вписанности ABEC и AFBD. Тогда поскольку ∠FDA — внешний в треугольнике CDF , ∠ADF − ∠ACF =
∠DFC, который в свою очередь равен ∠DAF в силу того, что FC — касательная. Тогда ∠FBE = 180−∠DAF =
∠DBF . Значит BF – биссектриса ∠DBE.

Критерии. Полное решение — 7 баллов.

4. Докажите, что для любого x ∈ [0, 2] верно

2x + 1−
√
10, 5x+ 4 ⩽ 0.

Решение 1. Перепишем неравенство, данное в условии:

2x ⩽
√
10,5x+ 4− 1.

Посмотрим на график степенной функции. Если соединить две точки,
принадлежащие графику, отрезок их соединяющий лежит выше графика.



C графиком функции y =
√
10,5x наоборот: если соединить две точки,

принадлежащие графику, отрезок их соединяющий лежит ниже графика.
График функции

√
10,5x+ 4−1 это сдвинутый по осям абсцисс и ординат

график функции y =
√
10,5x. Значит, и для графика функции y =√

10,5x+ 4−1 верно: если соединить две точки, принадлежащие графику,
отрезок их соединяющий лежит ниже графика.

Подставим значения x = 0 и x = 2 в левую и правую части неравенства.
Получаем, что графики функций 2x и

√
10,5x+ 4 − 1 проходят через

точки (0; 1) и (2, 4). Тогда все значения функции 2x лежат ниже отрезка,
соединяющего точки (0; 1) и (2, 4), а все значения

√
10,5x+ 4− 1 выше.

То есть в каждой точке отрезка [0; 2] все значения функции 2x не меньше чем значения
√
10,5x+ 4− 1.

2x ⩽
√
10,5x+ 4− 1.

2x + 1−
√

10,5x+ 4− 1 ⩽ 0.

Замечание. Решения, использующие без доказательства свойства функций, не являющихся основными
элементарными, не считаются полными.

Решение 2. Обозначим
f(x) = 2x + 1−

√
10,5x+ 4.

Докажем, что на отрезке [0; 2] верно f(x) ⩽ 0.
Производная f(x) на отрезке [0; 2]

f ′(x) = ln(2)2x − 1

2
√
10,5x+ 4

Приравняем f ′(x) к 0:

0 = ln(2)2x − 1

2
√
10,5x+ 4

ln(2)2x =
1

2
√
10,5x+ 4

2x
√
10,5x+ 4 =

1

2 ln(2)

Функции 2x и
√
10,5x+ 4 — возрастающие на отрезке [0; 2]. Тогда 2x

√
10,5x+ 4 тоже возрастающая. Значит,

производная имеет не более одного корня на отрезке [0; 2]. То есть f(x) имеет не более одной точки экстремума
на отрезке [0; 2].

На концах f(0) = f(2) = 0.
Тогда если на отрезке [0; 2] нет точек экстремума и монотонность не меняется, то f(x) = 0 на всем отрезке.
Если точка экстремума лежит на отрезке [0; 2], то возможны два варианта:

1. Это точка минимума. Тогда функция убывает от 0 до точки минимума, а затем возрастает до 2.

2. Это точка максимума. Тогда функция возрастает от 0 до точки максимума, а затем убывает до 2.



Отметим, что f(1) < 0
f(1) = 21 + 1−

√
10,5 · 1 + 4 = 3−

√
14,5 < 0

Значит, возможен только первый вариант. Тогда f(x) ⩽ 0 на всем отрезке [0; 2].
Критерии. Полное решение — 7 баллов.

5. Сумма всех натуральных делителей числа n более чем в 100 раз превосходит само число n. Докажите, что
есть сто идущих подряд чисел, каждое из которых имеет общий делитель с n больший 1.

Решение. Сначала докажем лемму.
Лемма. Пусть φ(n) — функция Эйлера числа n. (Количество чисел от 1 до n взаимно простых с n.) Тогда

для любого натурального числа n > 1 справедливо неравенство∑
d|n

d <
n2

φ(n)

Доказательство леммы. Запишем сумму делителей числа через произведение сумм степеней его простых
делителей. Если n = pα1

1 pα2
2 . . . pαk

k , то∑
d|n

d = (1 + p1 + p21 + . . . pα1
1 )(1 + p2 + p22 + . . . pα1

2 ) . . . (1 + pk + p2k + . . . pαk
k ).

Используя формулу суммы геометрической прогрессии, получаем:

∑
d|n

d = (1+ p1+ p21+ . . . pα1
1 )(1+ p2+ p22+ . . . pα1

2 ) . . . (1+ pk + p2k + . . . pαk
k ) =

(pα1+1
1 − 1)(pα2+1

2 − 1) . . . (pαk+1
k − 1)

(p1 − 1)(p2 − 1) . . . (pk − 1)
.

Функция Эйлера вычисляется по формуле φ(n) = pα1−1
1 (p1 − 1)pα2−1

2 (p2 − 1) . . . pαk−1
k (pk − 1). Тогда чтобы

получить φ(n) в знаменателе, домножим числитель и знаменатель на pα1−1
1 pα2−1

2 . . . pαk−1
k

(pα1+1
1 − 1)(pα2+1

2 − 1) . . . (pαk+1
k − 1)

(p1 − 1)(p2 − 1) . . . (pk − 1)
=

pα1−1
1 pα2−1

2 . . . pαk−1
k (pα1+1

1 − 1)(pα2+1
2 − 1) . . . (pαk+1

k − 1)

pα1−1
1 (p1 − 1)pα2−1

2 (p2 − 1) . . . pαk−1
k (pk − 1)

=

=
(p2α1

1 − pα1−1
1 )(p2α2

2 − pα2−1
2 ) . . . (p2αk

k − pαk−1
k )

φ(n)
<

p2α1
1 p2α2

2 . . . p2αk
k

φ(n)
=

n2

φ(n)

Решение задачи. По условию и лемме

100n <
∑
d|n

d <
n2

φ(n)
.

Тогда

100n <
n2

φ(n)
,

φ(n) <
n

100
.

То есть количество чисел от 1 до n взаимно простых с n меньше
n

100
.

Рассмотрим два случая: n делится на 100 и n не делится на 100.



1. Число n делится на 100. Тогда можно разбить числа от 1 до n на n
100 групп по 100 идущих подряд чисел.

Если количество чисел от 1 до n взаимно простых с n меньше n
100 , то хотя бы в одной группе не будет

числа взаимно простого с n.

2. Число n не делится на 100. Тогда среди чисел от 2 до n можно выделить
[

n
100

]
групп по 100 идущих подряд

чисел. Если в каждой группе будет число взаимно простое с n, то чисел взаимно простых с n хотя бы[
n
100

]
+ 1 (1 тоже взаимно проста с n). Это противоречит тому, что количество чисел от 1 до n взаимно

простых с n меньше n
100

Критерии. Полное решение — 7 баллов.
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Решения

1. Вася взял простое число p и возвёл его в 2024-ю степень. Петя возвел p в 2023-ю степень и умножил
получившееся число на 2. Коля сложил результаты Пети и Васи и прибавил к сумме единицу. При этом Коля
утверждает, что у него получилась 2022-я степень какого-то натурального числа. Докажите, что кто-то из ребят
обсчитался.

Решение. Обозначим за n число, 2022-ю степень которого получил Коля. Тогда, если все вычисления верны,
то

p2024 + 2p2023 + 1 = n2022,

p2023(p+ 2) = n2022 − 1,

p2023(p+ 2) = (n1011 − 1)(n1011 + 1),

В правой части стоит произведение двух чисел, отличающихся на 2. Их НОД равен 1 или 2. Значит, либо p = 2,
либо одна из скобок делится на p2023.

1. Если p = 2, то левая часть равна 22025. То есть правая часть — тоже степень 2. Две степени двойки,
отличающиеся на 2, — это 2 и 4. Тогда правая часть равна 23 и левая часть не равна правой.

2. Одна из скобок делится на p2023. Тогда эта скобка не меньше p2023, а вторая скобка не больше p+ 2. Но
для любого числа большего 2 это невозможно.

Таким образом, кто-то из ребят обсчитался.
Критерии. Полное решение — 7 баллов.
Левая и правая части разложены на множители — 3 балла.

2. Вася в течение 14 дней ходит на фестиваль. В конце каждого дня он может взять синий, красный или зелёный
билет. По окончании фестиваля подсчитываются очки всех участников следующим образом. За каждый синий
билет участник получает одно очко. Число очков за каждый красный билет равно удвоенному число имеющихся
у участника синих билетов. Число очков за каждый зелёный равно утроенному числу имеющихся у участника
красных билетов. Какое наибольшее число очков может набрать Вася?

Решение. Предположим, что за все 14 дней фестиваля Вася взял x красных билетов. В таком случае каждый
синий билет дает 2x+ 1 очко, а каждый зеленый — 3x очков. Тогда, если x не равно 0, то Васе выгоднее иметь
зеленые билеты, чем синие. (Каждый синий дает не больше очков, чем каждый зеленый.)

Рассмотрим два случая: у Васи 0 красных билетов, у Васи есть только красные и зеленые билеты.

1. Если у Васи 0 красных билетов, то любой зеленый дает 0 очков, а синие дают максимум 14 очков. Итого
Вася может получить максимум 14 очков.

2. Если у Васи есть только красные и зеленые билеты, то он получит 3x(14 − x) очков. Это выражение
достигает максимума при x = 7. В этом случае Вася получает 147 очков.

Таким образом, наибольшее число очков, которое может получить Вася равно 147.
Ответ. 147.
Критерии. Полное решение — 7 баллов.
Найден выерный ответ — 1 балл.

3. В летний лагерь приехали 2023 девочки и 2023 мальчика. Известно, что каждый мальчик дружит ровно с
двумя девочками. В конце лагеря проводится бал, в котором участвуют все дети в парах «мальчик — девочка».



Пусть N — число способов разбить детей на пары так, что каждый дружит со своим партнёром. Чему может
равняться N? (Укажите все возможные варианты и докажите, что других нет.)

Решение. Посмотрим на всех девочек. Если среди них есть девочка у которой нет знакомых мальчиков, то
на пары разбить нельзя и N = 0. Если есть девочка, которая дружит ровно с одним мальчиком, то она обязана
быть в паре с этим мальчиком. Выкинем этих девочку и мальчика из дальнейшего рассмотрения. Так как эта
девочка дружила ровно с одним мальчиком, которого выкинули, у всех оставшихся мальчиков все еще по две
знакомые девочки. Будем продолжать этот процесс до тех пор, пока не останутся только девочки, у которых не
менее двух знакомых мальчиков.

Рассмотрим оставшихся детей как граф, в котором дети — вершины, дружба — ребро. Тогда граф двудольный
— доля девочек и доля мальчиков. При этом степени всех вершин в одной доле равны двум, а во второй — не
меньше двух. Так как вершин в долях одинаковое число, то степени всех вершин и во второй доле равны двум.
Значит, граф представляет из себя набор циклов. Разбить цикл на пары можно двумя способами. Тогда всего
имеется 2k способов разбить граф на пары, где k — число циклов длины хотя бы 4.

Отметим, что в каждом цикле длины 4 не менее двух мальчиков. Значит, циклов длин 4 не более
[
2023

2

]
= 1011.

Также отметим, что выкидывая девочек, которые дружат ровно с одним мальчиком мы не могли получить
пустой граф. Когда в графе останется две девочки и два мальчика единственный возможный вариант графа —
цикл. Значит, в графе есть хотя бы один цикл.

Таким образом, возможные варианты для N — это 0 и степени двойки от 1 до 1011. Чтобы получить пример
для N = 0 достаточно взять граф с изолированной вершиной. Чтобы получить пример для 2k нужно взять k − 1
цикл длины 4 и остальные вершины объединить в один большой цикл.

Ответ. 0 и степени двойки от 1 до 1011.
Критерии. Полное решение — 7 баллов.

4. На параболе ω выбрали точки A и B, оказалось, что отрезок AB проходит через фокус параболы — точку O.
Затем на параболе отметили точку C так, что длины отрезков OC и AB равны. Через точку A провели прямую
a, параллельную BC. Через B провели прямую b, параллельную AC. Докажите, что a, b и директриса параболы
ω пересекаются в одной точке.

Фокусом и директрисой параболы называются такие точка O и прямая m, что для всякой точки X, лежащей
на параболе, расстояние от X до m равно расстоянию от X до O.

Решение
Пусть l — директриса параболы ω, точка D — середина отрезка AB, прямые a и b пересекаются в точке X. Тогда
ACBX — параллелограмм. Следовательно, D — середина отрезка X. Пусть A′, B′, C ′, D′ — проекции на прямую
l точек A,B,C,D соответственно. Тогда AO = AA′, BO = BB′, CO = CC ′. Заметим, что DD′ средняя линия
трапеции ABB′A′. Следовательно DD′ = AA′+BB′

2 = AO+BO
2 = AB

2 = CO
2 = CC′

2 . Тогда по теореме Фалеса точки
X,C ′, D′ лежат на одной прямой. Следовательно, точка X лежит на директрисе.

Критерии. Полное решение — 7 баллов.

5. Сколько решений в рациональных числах может иметь уравнение

x3 + kx2 − (k + 3)x+ 1 = 0,



где k — вещественный параметр? Приведите все возможности и докажите, что других нет.
Решение Покажем, что у уравнения может быть хотя бы один рациональный или иррациональный корень.

Пусть a — рациональное/иррациональное число. Хотим чтобы

a3 + ka2 − (k + 3)a+ 1 = 0,

k =
3a− a3 − 1

a2 − a
.

Выражение для k определено хотя бы для одного рационального и иррационального a.
Тогда следующая лемма доказывает, что уравнение может иметь либо три рациональных корня, либо три

иррациональных корня.
Лемма Если уравнение

a3 + ka2 − (k + 3)a+ 1 = 0

имеет рациональный корень, то все его корни рациональные.
Доказательство леммы Пусть тогда a — рациональный ненулевой корень уравнения тогда

a3 + ka2 − (k + 3)a+ 1 = 0 ⇒ k =
3a− a3 − 1

a2 − a
.

Поставляя в исходное уравнение, получаем

x3 +

(
3a− a3 − 1

a2 − a

)
x2 −

(
3a2 − a3 − 1

a2 − a

)
x+ 1 = 0.

Число a корень этого многочлена, стоящего в левой части. Значит, по теореме Безу он делится на x− a. Поделим
в столбик и получим:

x3 +

(
3a− a3 − 1

a2 − a

)
a2 −

(
3a2 − a3 − 1

a2 − a

)
x+ 1 = (x− a)

(
x2 +

3a− a2 − 1

a2 − a
x− 1

a

)
.

Оставшееся квадратное уравнение имеет рациональные корни, если корень из дискриминанта рационален.

D =

(
3a− a2 − 1

a2 − a

)2

+
4

a
=

(
a2 − a+ 1

a2 − a

)2

Число a — рациональное, значит, дискриминант — квадрат рационального.
Ответ. уравнение может иметь 0 или 3 рациональных корня.
Замечание. Отметим, что если уравнение имеет три рациональных корня, то все корни различные. Если

два из них совпадают, возьмем за a третий корень. Полученное выражение для дискриминанта не равно 0 для
рациональных a, значит, двух равных корней быть не может.

Критерии. Полное решение — 7 баллов.
При отсутствии решения, каждый обоснованный случай дает 1 балл: пример уравнения с 3 рациональными

корнями, пример уравнения с 3 иррациональными корнями, невозможность 2 рациональных корней.


