
МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ

ОЛИМПИАДА "ФИЗТЕХ" ПО МАТЕМАТИКЕ

11 класс

Вариант 1

1. [3 балла] Найдите все действительные значения x, при каждом из которых существует геомет-
рическая прогрессия, состоящая из действительных чисел и такая, что её седьмой член равен√

(25x− 9)(x− 6), девятый член равен x + 3, а пятнадцатый член равен
√

25x−9
(x−6)3

.

2. [4 балла] Решите систему уравнений{√
x + 5−

√
1− x− 4z + 4 = 2

√
y − 4x− x2 + z,

|y + 4|+ 4|y − 5| =
√

81− z2.

3. [5 баллов] Найдите все значения параметра p, при которых уравнение

p cos 3x + 3(p + 4) cosx = 6 cos 2x + 10

имеет хотя бы одно решение. Решите это уравнение при всех таких p.

4. [5 баллов] Две окружности ω1 и ω2 пересекаются в точках A и B, а их общая касательная имеет
с ω1 и ω2 общие точки C и D соответственно, причём точка B расположена ближе к прямой
CD, чем точка A. Луч CB пересекает ω2 в точках B и E. Найдите отношение ED : CD,
если диагональ AD четырёхугольника ACDE делит отрезок CE в отношении 2 : 5, считая от
вершины C.

5. [4 балла] Дан клетчатый прямоугольник 100 × 400. Сколькими способами можно закрасить
8 клеток этого прямоугольника так, чтобы закрашенное множество обладало хотя бы одной
из следующих симметрий: относительно центра прямоугольника, относительно любой из двух
“средних линий” прямоугольника (“средней линией” прямоугольника назовём отрезок, соединя-
ющий середины двух его противоположных сторон). Ответ дайте в виде выражения, содержа-
щего не более трёх членов (в них могут входить факториалы, биномиальные коэффициенты).

6. [4 балла] Найдите все тройки целых чисел (a; b; c) такие, что:

• a < b,

• число b− a не кратно 3,

• число (a− c)(b− c) является квадратом некоторого простого числа,

• выполняется равенство a2 + b = 710.

7. [6 баллов] В основании призмы лежит равносторонний треугольник площади 1. Площади её
боковых граней равны 3, 3 и 2. Найдите объём призмы.
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ

ОЛИМПИАДА "ФИЗТЕХ" ПО МАТЕМАТИКЕ

11 класс

Вариант 2

1. [3 балла] Найдите все действительные значения x, при каждом из которых существует геомет-
рическая прогрессия, состоящая из действительных чисел и такая, что её четвёртый член равен√

15x+6
(x−3)3

, десятый член равен x + 4, а двенадцатый член равен
√

(15x + 6)(x− 3).

2. [4 балла] Решите систему уравнений{√
x + 7−

√
5− x− 3z + 6 = 2

√
y − 2x− x2 + z,

|y − 20|+ 2|y − 35| =
√

225− z2.

3. [5 баллов] Найдите все значения параметра p, при которых уравнение

cos 3x + 6 cosx = 3 cos 2x + p

имеет хотя бы одно решение. Решите это уравнение при всех таких p.

4. [5 баллов] Две окружности ω1 и ω2 пересекаются в точках A и B, а их общая касательная имеет
с ω1 и ω2 общие точки C и D соответственно, причём точка B расположена ближе к прямой
CD, чем точка A. Луч CB пересекает ω2 в точках B и E. Найдите отношение ED : CD, если
диагональ AD четырёхугольника ACDE делит отрезок CE в отношении 9 : 25, считая от
вершины C.

5. [4 балла] Дан клетчатый прямоугольник 150 × 200. Сколькими способами можно закрасить
8 клеток этого прямоугольника так, чтобы закрашенное множество обладало хотя бы одной
из следующих симметрий: относительно центра прямоугольника, относительно любой из двух
“средних линий” прямоугольника (“средней линией” прямоугольника назовём отрезок, соединя-
ющий середины двух его противоположных сторон). Ответ дайте в виде выражения, содержа-
щего не более трёх членов (в них могут входить факториалы, биномиальные коэффициенты).

6. [4 балла] Найдите все тройки целых чисел (a; b; c) такие, что:

• a > b,

• число a− b не кратно 3,

• число (a− c)(b− c) является квадратом некоторого простого числа,

• выполняется равенство a + b2 = 820.

7. [6 баллов] В основании призмы лежит равносторонний треугольник со стороной 2. Площади её
боковых граней равны 5, 5 и 4. Найдите высоту призмы.
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ

ОЛИМПИАДА "ФИЗТЕХ" ПО МАТЕМАТИКЕ

11 класс

Вариант 3

1. [3 балла] Найдите все действительные значения x, при каждом из которых существует геомет-
рическая прогрессия, состоящая из действительных чисел и такая, что её десятый член равен√

(25x + 34)(3x + 2), двенадцатый член равен 2− x, а восемнадцатый член равен
√

25x+34
(3x+2)3

.

2. [4 балла] Решите систему уравнений{√
x + 6−

√
3− x− 2z + 7 = 2

√
y − 3x− x2 + z,

|y + 2|+ 2|y − 18| =
√

400− z2.

3. [5 баллов] Найдите все значения параметра p, при которых уравнение

p cos 3x + 6 cos 2x + 3(p + 4) cosx + 10 = 0

имеет хотя бы одно решение. Решите это уравнение при всех таких p.

4. [5 баллов] Две окружности ω1 и ω2 пересекаются в точках A и B, а их общая касательная имеет
с ω1 и ω2 общие точки C и D соответственно, причём точка B расположена ближе к прямой
CD, чем точка A. Луч CB пересекает ω2 в точках B и E. Найдите отношение ED : CD, если
диагональ AD четырёхугольника ACDE делит отрезок CE в отношении 7 : 20, считая от
вершины C.

5. [4 балла] Дан клетчатый прямоугольник 500 × 120. Сколькими способами можно закрасить
8 клеток этого прямоугольника так, чтобы закрашенное множество обладало хотя бы одной
из следующих симметрий: относительно центра прямоугольника, относительно любой из двух
“средних линий” прямоугольника (“средней линией” прямоугольника назовём отрезок, соединя-
ющий середины двух его противоположных сторон). Ответ дайте в виде выражения, содержа-
щего не более трёх членов (в них могут входить факториалы, биномиальные коэффициенты).

6. [4 балла] Найдите все тройки целых чисел (a; b; c) такие, что:

• a < b,

• число b− a не кратно 3,

• число (a− c)(b− c) является квадратом некоторого простого числа,

• выполняется равенство a2 + b = 1000.

7. [6 баллов] В основании призмы лежит равносторонний треугольник площади 4. Площади её
боковых граней равны 6, 6 и 5. Найдите объём призмы.
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ

ОЛИМПИАДА "ФИЗТЕХ" ПО МАТЕМАТИКЕ

11 класс

Вариант 4

1. [3 балла] Найдите все действительные значения x, при каждом из которых существует геомет-
рическая прогрессия, состоящая из действительных чисел и такая, что её седьмой член равен√

13x−35
(x+1)3

, тринадцатый член равен 5− x, а пятнадцатый член равен
√

(13x− 35)(x + 1).

2. [4 балла] Решите систему уравнений{√
x + 3−

√
4− x− z + 5 = 2

√
y + x− x2 + z,

|y + 1|+ 3|y − 12| =
√

169− z2.

3. [5 баллов] Найдите все значения параметра p, при которых уравнение

cos 3x + 3 cos 2x + 6 cosx = p

имеет хотя бы одно решение. Решите это уравнение при всех таких p.

4. [5 баллов] Две окружности ω1 и ω2 пересекаются в точках A и B, а их общая касательная имеет
с ω1 и ω2 общие точки C и D соответственно, причём точка B расположена ближе к прямой
CD, чем точка A. Луч CB пересекает ω2 в точках B и E. Найдите отношение ED : CD, если
диагональ AD четырёхугольника ACDE делит отрезок CE в отношении 3 : 10, считая от
вершины C.

5. [4 балла] Дан клетчатый прямоугольник 200 × 250. Сколькими способами можно закрасить
8 клеток этого прямоугольника так, чтобы закрашенное множество обладало хотя бы одной
из следующих симметрий: относительно центра прямоугольника, относительно любой из двух
“средних линий” прямоугольника (“средней линией” прямоугольника назовём отрезок, соединя-
ющий середины двух его противоположных сторон). Ответ дайте в виде выражения, содержа-
щего не более трёх членов (в них могут входить факториалы, биномиальные коэффициенты).

6. [4 балла] Найдите все тройки целых чисел (a; b; c) такие, что:

• a > b,

• число a− b не кратно 3,

• число (a− c)(b− c) является квадратом некоторого простого числа,

• выполняется равенство a + b2 = 560.

7. [6 баллов] В основании призмы лежит равносторонний треугольник со стороной 1. Площади её
боковых граней равны 4, 4 и 3. Найдите высоту призмы.
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ

ОЛИМПИАДА "ФИЗТЕХ" ПО МАТЕМАТИКЕ

11 класс

Вариант 11

1. [3 балла] Углы выпуклого многоугольника образуют арифметическую прогрессию, имеющую
разность 2◦ и начинающуюся с угла 143◦. Какое наибольшее число вершин может быть у такого
многоугольника?

2. [4 балла] Целые числа x, y, z удовлетворяют равенству x ln 16 + y ln 8 + z ln 24 = ln 6. Найдите
наименьшее возможное значение выражения x2 + y2 + z2.

3. [4 балла] Из множестваM, состоящего из семи подряд идущих натуральных чисел, выбираются
шестёрки попарно различных чисел такие, что сумма чисел в каждой из шестёрок – простое
число. Пусть p и q – две из таких сумм. Найдите множество M, если p2 − q2 = 792.

4. [5 баллов] Диагонали BD и AC трапеции ABCD пересекаются в точке M , а отношение основа-
ний AD : BC = 1 : 2. Точки I1 и I2 – центры окружностей ω1 и ω2, вписанных в треугольники
BMC и AMD соответственно. Прямая, проходящая через точку M , пересекает ω1 в точках X
и Y , а ω2 – в точках Z и W (X и Z находятся ближе к M). Найдите радиус окружности ω1,
если I1I2 = 13/2, а MZ ·MY = 5.

5. [5 баллов] Что больше: 5− 4 sin
3π

14
или 4 cos

π

7
− 5 sin

π

14
?

6. [4 балла] Даны 12 точек: 7 из них лежат на одной окружности в плоскости α, а остальные
5 расположены вне плоскости α. Известно, что если четыре точки из всех 12 лежат в одной
плоскости, то эта плоскость – α. Сколько существует выпуклых пирамид с вершинами в данных
точках? (Пирамиды считаются различными, если их множества вершин различны.)

7. [6 баллов] Дана правильная шестиугольная пирамида SABCDEF (S – вершина) со стороной
основания 2 и боковым ребром 4. Точка X лежит на прямой SF , точка Y – на прямой AD,
причём отрезок XY параллелен плоскости SAB (или лежит в ней). Найдите наименьшую воз-
можную длину отрезка XY .
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МОСКОВСКИЙ ФИЗИКО-ТЕХНИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ

ОЛИМПИАДА "ФИЗТЕХ" ПО МАТЕМАТИКЕ

11 класс

Вариант 12

1. [3 балла] Углы выпуклого многоугольника образуют арифметическую прогрессию, имеющую
разность 2◦ и начинающуюся с угла 132◦. Какое наибольшее число вершин может быть у такого
многоугольника?

2. [4 балла] Целые числа x, y, z удовлетворяют равенству x ln 25+y ln 75+z ln 125 = ln 45. Найдите
наименьшее возможное значение выражения x2 + y2 + z2.

3. [4 балла] Из множестваM, состоящего из семи подряд идущих натуральных чисел, выбираются
шестёрки попарно различных чисел такие, что сумма чисел в каждой из шестёрок – простое
число. Пусть p и q – две из таких сумм. Найдите множество M, если p2 − q2 = 1080.

4. [5 баллов] Диагонали BD и AC трапеции ABCD пересекаются в точке M , а отношение основа-
ний AD : BC = 1 : 2. Точки I1 и I2 – центры окружностей ω1 и ω2, вписанных в треугольники
BMC и AMD соответственно. Прямая, проходящая через точку M , пересекает ω1 в точках X
и Y , а ω2 – в точках Z и W (X и Z находятся ближе к M). Найдите радиус окружности ω1,
если I1I2 = 8, а MZ ·MY = 9.

5. [5 баллов] Что больше: 5− 4 sin
9π

14
или 3 sin

3π

14
− 4 cos

3π

7
?

6. [4 балла] Даны 12 точек: 8 из них лежат на одной окружности в плоскости α, а остальные
4 расположены вне плоскости α. Известно, что если четыре точки из всех 12 лежат в одной
плоскости, то эта плоскость – α. Сколько существует выпуклых пирамид с вершинами в данных
точках? (Пирамиды считаются различными, если их множества вершин различны.)

7. [6 баллов] Дана правильная шестиугольная пирамида SABCDEF (S – вершина) со стороной
основания 1 и боковым ребром

√
2. Точка X лежит на прямой SF , точка Y – на прямой AD,

причём отрезок XY параллелен плоскости SAB (или лежит в ней). Найдите наименьшую воз-
можную длину отрезка XY .

c© МФТИ, 2024


