
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿ äëÿ 11 êëàññîâ

Âàðèàíò 1�1

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

1−
√
2 sinx (cosx+ 2sinx) +

√
2 cosx (2cosx− sinx) = 2 cos2

(
x− π

8

)
.

2. Èç ïóíêòà À â ïóíêò Â ïî îäíîé äîðîãå ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè âûåõà-

ëè âåëîñèïåäèñò è ìîòîöèêëèñò. Îäèí èç íèõ âûåõàë â 13:00, à äðóãîé íà

÷àñ ïîçæå, ïðè ýòîì â ïóíêò B îíè ïðèáûëè îäíîâðåìåííî, õîòÿ îäèí èç

íèõ ñäåëàë îñòàíîâêó â ïóòè äëèòåëüíîñòüþ 2 ÷àñà. Â êîòîðîì ÷àñó îíè

ïðèáûëè â B, åñëè ñêîðîñòü ìîòîöèêëèñòà â äâà ðàçà áîëüøå ñêîðîñòè

âåëîñèïåäèñòà?

3. ×èñëà x1, x2, x3 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ x3 − 6x2 + 7x− 1 = 0. Ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ a, b, c êîðíÿìè óðàâíåíèÿ x3+ax2+ bx+ c = 0 ÿâëÿþòñÿ
÷èñëà x1 + x2, x2 + x3 è x3 + x1?

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñà BE è ìåäèàíà AD ðàâíû è ïåðïåíäè-

êóëÿðíû. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè AB =
√
13.

5. Íà ñôåðå ðàñïîëîæåíû òî÷êè A, B, C òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìèíèìàëüíûå

ðàññòîÿíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû îò òî÷êè A äî òî÷êè B, îò òî÷êè A äî

òî÷êè C è îò òî÷êè B äî òî÷êè C ðàâíû 6π, 8π è 10π ñîîòâåòñòâåííî. Íàé-

äèòå ìèíèìàëüíûé âîçìîæíûé ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ïåðèìåòð òðåóãîëüíè-

êà ABC.

6. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N âûïèñàëè âñå åãî íàòóðàëüíûå äåëèòåëè pl â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ: 1 = p1 < p2 < · · · < pk = N.

Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà N ÷åðåç σ(N).

Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ σ(N3), åñëè èçâåñòíî, ÷òî

p3 · p4 · p1876 · p1877 > N2.

2 àïðåëÿ 2023 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿ äëÿ 11 êëàññîâ

Âàðèàíò 1�2

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

1−
√
2 cosx (sinx+ 2cosx) +

√
2 sinx (2sinx− cosx) = 2 sin2

(
x+

π

8

)
.

2. Èç ïóíêòà À â ïóíêò Â ïî îäíîé äîðîãå ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè âûåõà-

ëè âåëîñèïåäèñò è ìîòîöèêëèñò. Îäèí èç íèõ âûåõàë â 13:00, à äðóãîé íà

÷àñ ðàíüøå, ïðè ýòîì â ïóíêò B îíè ïðèáûëè îäíîâðåìåííî, õîòÿ îäèí èç

íèõ ñäåëàë îñòàíîâêó â ïóòè äëèòåëüíîñòüþ 2 ÷àñà. Â êîòîðîì ÷àñó îíè

ïðèáûëè â B, åñëè ñêîðîñòü ìîòîöèêëèñòà â äâà ðàçà áîëüøå ñêîðîñòè

âåëîñèïåäèñòà?

3. ×èñëà x1, x2, x3 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ x3 + 6x2 + 7x+ 1 = 0. Ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ a, b, c êîðíÿìè óðàâíåíèÿ x3+ax2+ bx+ c = 0 ÿâëÿþòñÿ
÷èñëà x1 + x2, x2 + x3 è x3 + x1?

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñà BE è ìåäèàíà AD ðàâíû è ïåðïåíäè-

êóëÿðíû. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè AB =
√
26.

5. Íà ñôåðå ðàñïîëîæåíû òî÷êè A, B, C òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìèíèìàëüíûå

ðàññòîÿíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû îò òî÷êè A äî òî÷êè B, îò òî÷êè A äî

òî÷êè C è îò òî÷êèB äî òî÷êè C ðàâíû 4π, 3π è 5π ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäè-
òå ìèíèìàëüíûé âîçìîæíûé ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà

ABC.

6. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N âûïèñàëè âñå åãî íàòóðàëüíûå äåëèòåëè pl â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ: 1 =p1<p2< · · · <pk=N.

Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà N ÷åðåç σ(N).

Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ σ(N3), åñëè èçâåñòíî, ÷òî

p3 · p4 · p1696 · p1697 > N2.

2 àïðåëÿ 2023 ã.



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿ äëÿ 11 êëàññîâ

Âàðèàíò 1�3

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

1 +
√
2 sinx (cosx− 2sinx) +

√
2 cosx (2 cosx+ sinx) = 2 cos2

(
x+

π

8

)
.

2. Èç ïóíêòà À â ïóíêò Â ïî îäíîé äîðîãå ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè âûåõà-

ëè âåëîñèïåäèñò è àâòîìîáèëèñò. Îäèí èç íèõ âûåõàë â 14:00, à äðóãîé íà

÷àñ ïîçæå, ïðè ýòîì â ïóíêò B îíè ïðèáûëè îäíîâðåìåííî, õîòÿ îäèí èç

íèõ ñäåëàë îñòàíîâêó â ïóòè äëèòåëüíîñòüþ 2 ÷àñà. Â êîòîðîì ÷àñó îíè

ïðèáûëè â B, åñëè ñêîðîñòü àâòîìîáèëèñòà â äâà ðàçà áîëüøå ñêîðîñòè

âåëîñèïåäèñòà?

3. ×èñëà x1, x2, x3 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ x3 − 6x2 + 7x− 1 = 0. Ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ a, b, c êîðíÿìè óðàâíåíèÿ x3+ax2+ bx+ c = 0 ÿâëÿþòñÿ
÷èñëà x1 + x2, x2 + x3 è x3 + x1?

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñà BE è ìåäèàíà AD ðàâíû è ïåðïåíäè-

êóëÿðíû. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè AB = 5
√
13.

5. Íà ñôåðå ðàñïîëîæåíû òî÷êè A, B, C òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìèíèìàëüíûå

ðàññòîÿíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû îò òî÷êè A äî òî÷êè B, îò òî÷êè A äî

òî÷êè C è îò òî÷êè B äî òî÷êè C ðàâíû 20π, 12π è 16π ñîîòâåòñòâåí-

íî. Íàéäèòå ìèíèìàëüíûé âîçìîæíûé ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ïåðèìåòð òðå-

óãîëüíèêà ABC.

6. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N âûïèñàëè âñå åãî íàòóðàëüíûå äåëèòåëè pl â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ: 1 = p1 < p2 < · · · < pk = N.

Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà N ÷åðåç σ(N).

Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ σ(N3), åñëè èçâåñòíî, ÷òî

p3 · p4 · p1876 · p1877 > N2.

2 àïðåëÿ 2023 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿ äëÿ 11 êëàññîâ

Âàðèàíò 1�4

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

1 +
√
2 cosx (sinx− 2cosx) +

√
2 sinx (2sinx+ cosx) = 2 sin2

(π
8
− x

)
.

2. Èç ïóíêòà À â ïóíêò Â ïî îäíîé äîðîãå ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè âûåõà-

ëè âåëîñèïåäèñò è àâòîìîáèëèñò. Îäèí èç íèõ âûåõàë â 12:00, à äðóãîé íà

÷àñ ðàíüøå, ïðè ýòîì â ïóíêò B îíè ïðèáûëè îäíîâðåìåííî, õîòÿ îäèí èç

íèõ ñäåëàë îñòàíîâêó â ïóòè äëèòåëüíîñòüþ 2 ÷àñà. Â êîòîðîì ÷àñó îíè

ïðèáûëè â B, åñëè ñêîðîñòü àâòîìîáèëèñòà â äâà ðàçà áîëüøå ñêîðîñòè

âåëîñèïåäèñòà?

3. ×èñëà x1, x2, x3 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ x3 + 6x2 + 7x+ 1 = 0. Ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ a, b, c êîðíÿìè óðàâíåíèÿ x3+ax2+ bx+ c = 0 ÿâëÿþòñÿ
÷èñëà x1 + x2, x2 + x3 è x3 + x1?

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñà BE è ìåäèàíà AD ðàâíû è ïåðïåíäè-

êóëÿðíû. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè AB = 2
√
26.

5. Íà ñôåðå ðàñïîëîæåíû òî÷êè A, B, C òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìèíèìàëüíûå

ðàññòîÿíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñôåðû îò òî÷êè A äî òî÷êè B, îò òî÷êè A
äî òî÷êè C è îò òî÷êè B äî òî÷êè C ðàâíû 15π, 9π è 12π ñîîòâåòñòâåí-

íî. Íàéäèòå ìèíèìàëüíûé âîçìîæíûé ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ ïåðèìåòð òðå-

óãîëüíèêà ABC.

6. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N âûïèñàëè âñå åãî íàòóðàëüíûå äåëèòåëè pl â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ: 1 =p1<p2< · · · <pk=N.

Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà N ÷åðåç σ(N).

Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ σ(N3), åñëè èçâåñòíî, ÷òî

p3 · p4 · p1696 · p1697 > N2.

2 àïðåëÿ 2023 ã.



Îòâåòû è ðåøåíèÿ ê âàðèàíòó 1�1 (2)

1. Îòâåò: π
8 + πn

2 , n ∈ Z.
Ðåøåíèå. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

−
√
2 sin 2x+ 2

√
2 cos 2x = cos 2x ·

√
2

2
+ sin 2x ·

√
2

2
⇐⇒

⇐⇒ 3
√
2

2
cos 2x =

3
√
2

2
sin 2x,

îòêóäà tg 2x = 1, x = π
8 + πn

2 , n ∈ Z.
1-2. Îòâåò: −π

8 + πn
2 , n ∈ Z.

1-3. Îòâåò: −π
8 + πn

2 , n ∈ Z.
1-4. Îòâåò: π

8 + πn
2 , n ∈ Z.

2. Îòâåò: 16:00 èëè 19:00. Ðåøåíèå. Ìîæíî ðàññìîòðåòü ÷åòûðå ñëó÷àÿ (îíè

ñîîòâåòñòâóþò òîìó, ÷òî êòî-òî îäèí èç äâîèõ ñòàðòîâàë ïåðâûì, è êòî-òî

îäèí èç äâîèõ ñäåëàë îñòàíîâêó).

Íî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè îñòàíîâêó äåëàë âåëîñèïåäèñò, òî íå âàæíî,

âûåõàë îí ðàíüøå èëè ïîçæå ìîòîöèêëèñòà, â äâèæåíèè îí íàõîäèëñÿ

ìåíüøå âðåìåíè, ÷åì ìîòîöèêëèñò, è ïîýòîìó â B ïðèåäåò ïîçæå. Çíà÷èò,

îñòàíîâêó äåëàë ìîòîöèêëèñò. Òîãäà, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç t âðåìÿ äâèæåíèÿ

âåëîñèïåäèñòà è ÷åðåç V åãî ñêîðîñòü, ïîëó÷àåì äâà ñëó÷àÿ:

à) Åñëè âåëîñèïåäèñò âûåõàë ðàíüøå, òî V t = 2V (t− 3), îòêóäà t = 6.
Ïîýòîìó âðåìÿ ôèíèøà ðàâíî 13:00 + 6 = 19:00.

á) Åñëè ìîòîöèêëèñò âûåõàë ðàíüøå, òî V t = 2V (t− 1), îòêóäà t = 2.
Òîãäà âðåìÿ ôèíèøà ðàâíî 14:00 + 2 = 16:00.

2-2. Îòâåò: 15:00 èëè 18:00.

2-3. Îòâåò: 17:00 èëè 20:00.

2-4. Îòâåò: 14:00 èëè 17:00.

3. Îòâåò: a = −12, b = 43, c = −41. Ðåøåíèå. Òàê êàê f (x) = x3−6x2+7x−1
= (x− x1) (x− x2) (x− x3), òî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî x1 + x2 + x3 = 6,
x1x2 + x2x3 + x3x1 = 7, x1x2x3 = 1 (òî æå ñàìîå ìîæíî ïîëó÷èòü èç

òåîðåìû Âèåòà äëÿ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ).

Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ: −a = (x1 + x2)+(x2 + x3)+(x3 + x1);

b = (x1 + x2) (x2 + x3) + (x1 + x2) (x3 + x1) + (x3 + x1) (x2 + x3) ;

−c = (x1 + x2) (x2 + x3) (x3 + x1) .

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì a = −2 (x1 + x2 + x3) = −12.

Èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ:

b =
(
x1x2 + x1x3 + x2x3 + x22

)
+
(
x1x2 + x1x3 + x2x3 + x21

)
+

+
(
x1x2 + x1x3 + x2x3 + x23

)
= 3 (x1x2 + x1x3 + x2x3)+

+
(
x21 + x22 + x23

)
= (x1 + x2 + x3)

2 + (x1x2 + x1x3 + x2x3) = 62 + 7 = 43.

Íàêîíåö, c = − (6− x3) (6− x1) (6− x2) = −f (6) = −(63 − 6 · 62 +7 · 6− 1)
= −41.

Òàêèì îáðàçîì, âòîðîå óðàâíåíèå èìååò âèä: x3 − 12x2 + 43x− 41 = 0.

Èìååòñÿ áîëåå êîðîòêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Ïî óñëîâèþ âòîðîé ìíîãî÷ëåí

ðàâåí

(x−x2−x3)(x−x1−x3)(x−x1−x2) = (x−6+x1)(x−6+x2)(x−6+x3) =

= (x− 6)3 +(x− 6)2(x1 + x2 + x3)+ (x− 6)(x1x2 + x1x3 + x2x3)+ x1x2x3 =

= (x−6)3+6(x−6)2+7(x−6)+1 = (x2−12x+36)(x−6+6)+7x−42+1 =

= x3 − 12x2 + 36x+ 7x− 41 = x3 − 12x2 + 43x− 41.

Îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ îòâåò.

3-2. Îòâåò: a = 12, b = 43, c = 41.

3-3. Îòâåò: a = −12, b = 43, c = −41.

3-4. Îòâåò: a = 12, b = 43, c = 41.

4. Îòâåò: 12. Ðåøåíèå. Ïóñòü BE = AD = 2a, AB = c. Òàê êàê BF � âûñîòà

è áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ABD, òî ýòîò òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé,

ïîýòîìó AB = BD = c, BC = 2c, è ïî ôîðìóëå äëÿ äëèíû áèññåêòðèñû

(çäåñü β = ∠ABC):

2a =
2 · 2c · c
2c+ c

cos
β

2
, òî åñòü

3a

2
= c · cos β

2
.

Èç òðåóãîëüíèêà ABF ïîëó÷àåì a = c · sin β
2 .



A

B

C

c

¯

D

F

a

ac

c

Ðèñ. 1:

Çíà÷èò,

tg
β

2
=

2

3
, cos

β

2
=

3√
13

, sin
β

2
=

2√
13

, sinβ =
12

13
.

Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà SABC = c2 sinβ = 12
13c

2 = 12.

Âîçìîæíû è äðóãèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, â òðåóãîëüíèêå ABC
èçâåñòíû äâå ñòîðîíû AB = c è BC = 2c. Îáîçíà÷èì AE = b,
CE = 2b. Ïîñëå ýòîãî âûðàçèì ÷åðåç b áèññåêòðèñó BE (ôîðìóëà BE2 =
AB ·BC − AE · CE) è ìåäèàíó AD è ïðèðàâíÿåì èõ. Íàõîäèì b, à ïîñëå
ýòîãî ïëîùàäü ëèáî ïî ôîðìóëå Ãåðîíà, ëèáî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû êîñè-

íóñîâ.

4-2. Îòâåò: 24.

4-3. Îòâåò: 300.

4-4. Îòâåò: 96.

5. Îòâåò: 24
(
sin π

4 + sin π
3 + sin 5π

12

)
= 6

(
3
√
2 + 2

√
3 +

√
6
)
.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó äâóìÿ ðàñïîëîæåííûìè íà ñôåðå òî÷êàìè ïî åå ïîâåðõíîñòè � ýòî äëè-

íà ìåíüøåé äóãè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòè äâå òî÷êè îêðóæíîñòè, öåíòð

êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ñôåðû.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò ïåðâàÿ îöåíêà íà ðàäèóñ ñôåðû: îí íå ìîæåò áûòü

ìåíüøå, ÷åì 10. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëèíà ñàìîé áîëüøîé îêðóæíîñòè,

ðàñïîëîæåííîé íà ñôåðå, ìåíüøå, ÷åì 20π, è äëèíà åå ìåíüøåé äóãè áóäåò
ìåíüøå, ÷åì 10π, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è.

M

R

O

N

d

Ðèñ. 2:

Îáîçíà÷èì ðàäèóñ ñôåðû çà R, åå öåíòð îáîçíà÷èì áóêâîé O. Ðàññìîòðèì
äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè M , N , ïóñòü äëèíà äóãè MN ðàâíà d, îòìåòèì,
÷òî 0 < d 6 πR. Èç ñåêòîðà è òðåóãîëüíèêà OMN èìååì

α = M̂ON = d/R, |MN | = 2Rsin( d/2R).

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí

2Rsin
3π

R
+ 2Rsin

4π

R
+ 2Rsin

5π

R
.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé

f(R) = R sin
q

R
.

ßñíî, ÷òî f ′(R) = sin q
R − q

R cos q
R . Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ R

òàêèõ, ÷òî 0 < q/R 6 π/2 âåðíî íåðàâåíñòâî f ′(R) > 0 . (ýòî àíàëîã òîãî,
÷òî tg x > x äëÿ x ∈ (0;π/2).

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âñå òðè ñëàãàåìûõ, âõîäÿùèõ â ïåðèìåòð, ÿâëÿ-

þòñÿ òàêîãî ñîðòà ôóíêöèÿìè, ïðè ýòîì ðàäèóñ R íå ìîæåò áûòü ìåíüøå,

÷åì 10 è, ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà t = q/R âî âñåõ òðåõ ñëàãàåìûõ ïðè-

íàäëåæèò ïîëóèíòåðâàëó (0, π/2]. Ïîýòîìó ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC
ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà R è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà-

÷à ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé: íàéòè ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ ñôåðû, íà êîòîðîé



ìîãóò áûòü ðàñïîëîæåíû òî÷êè A, B, C, óäîâëåòâîðÿþùèå äàííûì èç

óñëîâèÿ çàäà÷è.

Îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ ðàâåí 12, ñîñòîèò èç äâóõ òå-

çèñîâ. Âî-ïåðâûõ, íà ñôåðå ðàäèóñà 12 ðàñïîëîæèòü òðè òî÷êè â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ óñëîâèåì çàäà÷è ìîæíî: äîñòàòî÷íî âçÿòü ¾ýêâàòîð¿ ñôåðû, åãî

äëèíà ðàâíà 24π, ÷òî ðàâíî ñóììå äàííûõ â óñëîâèè ðàññòîÿíèé. Áåðåì

ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó A íà ýòîé îêðóæíîñòè, ïðîõîäèì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå

ðàññòîÿíèå 6π, îòìå÷àåì òî÷êó B, ïðîõîäèì åùå 10π, îòìå÷àåì òî÷êó C.

Âî-âòîðûõ, íà ñôåðå ðàäèóñà, ìåíüøåãî ÷åì 12, òî÷êè ðàñïîëîæèòü íå ïî-

ëó÷èòñÿ. ×òîáû ýòî äîêàçàòü, ïðîâåäåì àíàëîãèþ ñ ãëîáóñîì. Ïðåäñòàâèì

ñåáå, ÷òî òî÷êà B � ýòî ñåâåðíûé ïîëþñ ïëàíåòû ðàäèóñà 12. Òîãäà ãåîìåò-

ðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê A, êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ ïî ñôåðå äî
òî÷êè B ðàâíî 6π, áóäåò ïàðàëëåëü-¾ýêâàòîð¿, à ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì

òî÷åê C, êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ ïî ñôåðå äî òî÷êè B ðàâ-

íî 10π, áóäåò ïàðàëëåëü â þæíîì ïîëóøàðèè. Ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå

ìåæäó òî÷êîé ñ ¾ýêâàòîðà¿ è òî÷êîé ñ ¾þæíîé¿ ïàðàëëåëè êàê ðàç ðàâíî

8π, è áóäåò äîñòèãàòüñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ýòè òî÷êè ðàñïîëîæåíû íà ïðî-

òèâîïîëîæíûõ ìåðèäèàíàõ. Ëþáûå ìåðèäèîíàëüíûå ñìåùåíèÿ îäíîé èç

òî÷åê, î÷åâèäíî, óìåíüøàò ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè. Ïîïûòêà óìåíüøèòü

ðàäèóñ ñôåðû-ïëàíåòû ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ïàðàëëåëè, íà êîòîðûõ ëåæàò

òî÷êè A è C, ñìåñòÿòñÿ áëèæå ê þæíîìó ïîëþñó, è ìàêñèìàëüíîå èç ðàñ-
ñòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè ñ ýòèõ ïàðàëëåëåé (êîòîðîå ïî-ïðåæíåìó äîñòèãà-

åòñÿ â ñëó÷àå èõ ðàñïîëîæåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ìåðèäèàíàõ) óæå áó-

äåò ìåíåå, ÷åì 8π. Èòàê, ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé ðàäèóñ ñôåðû ðàâåí 12,

îòêóäà ïîëó÷àåì îòâåò: 24
(
sin π

4 + sin π
3 + sin 5π

12

)
= 6

(
3
√
2 + 2

√
3 +

√
6
)
.

5-2. Îòâåò: 12
(
sin π

4 + sin π
3 + sin 5π

12

)
= 3(3

√
2 + 2

√
3 +

√
6).

5-3. Îòâåò: 48
(
sin π

4 + sin π
3 + sin 5π

12

)
= 12

(
3
√
2 + 2

√
3 +

√
6
)
.

5-4. Îòâåò: 36
(
sin π

4 + sin π
3 + sin 5π

12

)
= 9

(
3
√
2 + 2

√
3 +

√
6
)
.

6. Îòâåò: 5629, 5632, 5635, 11260, 13132, 14992, 26236.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè èìååòñÿ ðàçëîæåíèå ÷èñëà N íà ïðîñòûå

äåëèòåëè

N = tm1
1 · tm2

2 · · · · · tml
l ,

òî

σ(N) = (m1 + 1) (m2 + 1) · · · (ml + 1)

è

σ(N3) = (3m1 + 1) (3m2 + 1) · · · (3ml + 1).

Èç óñëîâèÿ âûòåêàåò, ÷òî σ(N) > 1877. Ðàçáåðåì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:

1. Ïóñòü σ(N) = 1877. Òîãäà

1 = p1 < p2 < p3 < p4 < · · · < p1876 =
N

p2
< p1877 = N.

Ñëåäîâàòåëüíî, p3p4p1876p1877 = p3·p4
p2

·N2 > N2. Çíà÷èò, ýòîò ñëó÷àé íàì

ïîäõîäèò.

Ïîñêîëüêó 1877 � ïðîñòîå, òî σ (N) ïî ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëå ìîãëî
ïîëó÷èòüñÿ òîëüêî êàê 1877 = (1876 + 1), òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæåí

òîëüêî âàðèàíò N = p1876, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî, σ(N3) =
(3 · 1876 + 1) = 5629.

2. Ïóñòü σ(N) = 1878. Òîãäà

1 = p1 < p2 < p3 < p4 < · · · < p1876 =
N

p3
< p1877 =

N

p2
< p1878.

Ñëåäîâàòåëüíî, p3p4p1876p1877 = p4
p2
·N2 > N2. Ýòîò ñëó÷àé ïîäõîäèò. Ïî-

ñêîëüêó 1878 = 2 ·3 ·313, òî ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëîæåíèé ñëåäóþùåãî
âèäà 1878 = (1877+1) = (1+1)(938+1) = (2+1)(625+1) = (5+1)(312+1) =
(1+1)(2+1)(312+1). Îòêóäà âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ σ(N3) â ýòîì ñëó÷àå

ðàâíû: (3·1877+1) = 5632, (3·1+1)(3·938+1) = 11260, (3·2+1)(3·625+1) =
13132, (3 · 5+1)(3 · 312+1) = 14992, (3 · 1+1)(3 · 2+1)(3 · 312+1) = 26236.

3. Ïóñòü σ(N) = 1879. Òîãäà

1 = p1 < p2 < p3 < p4 < · · · < p1876 =
N

p4
< p1877 =

=
N

p3
< p1878 =

N

p2
< p1879 = N.

Ñëåäîâàòåëüíî, p3p4p1876p1877 = N2. Ýòîò ñëó÷àé ïîäõîäèò. Ïîñêîëüêó

1879 � ïðîñòîå, òî ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî ðàçëîæåíèå âèäà 1879 =
(1878+1). Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæåí òîëüêî âàðèàíò âèäàN = p1878,
ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî, σ(N3) = (3 · 1878 + 1) = 5635.

4. Ïóñòü σ(N) > 1880. Òîãäà p1876 < N
p3
, p1877 < N

p2
. Ñëåäîâàòåëüíî,

p3p4p1876p1877 < N2. Ýòîò ñëó÷àé íàì íå ïîäõîäèò.



6-2. Îòâåò: 5089, 5092, 5095, 10180, 11872, 13552, 23716.

6-3. Îòâåò: 5629, 5632, 5635, 11260, 13132, 14992, 26236.

6-4. Îòâåò: 5089, 5092, 5095, 10180, 11872, 13552, 23716.



Задача № 5 = 20 баллов Плюсы-минусы Балл 

Получен правильный ответ, но одно из следующих положений не 

обосновано или обосновано неверно: 

1) Минимум периметра достигается при минимальном радиусе 

2) Верная формула зависимости периметра от радиуса 

3) Реализуемость ситуации при минимальном радиусе (пример) 

4) Данный радиус является минимальным 

10 

Вычислительные ошибки при правильном способе решения и вер-

ном обосновании всех основных положений 
 10 

Получен правильный ответ, но два или три из приведенных выше 

положений не обоснованы или  

Ответ неверный, но обосновано, минимум, два из приведенных 

выше положений 

5 

 

Задача № 6 = 20 баллов Плюсы-минусы Балл 

При идейно правильном решении допущены вычислительные 

ошибки,  

или получены все случаи, но подсчеты не доведены до конца 

 10 

Обосновано получена часть ответа. Верно рассмотрен одна из пра-

вильных ситуаций. Нет обоснования, что большие значения σ(N) не 

подходят 

5 

 

ПОКОРИ ВОРОБЬЁВЫ ГОРЫ – 2022-23. МАТЕМАТИКА.  
Критерии проверки. 11 класс 

Каждая из шести задач оценивается в 20 баллов. Максимальная оценка = 100 баллов. 

Участники, набравшие 100 или больше 100 баллов, получают оценку 100.  

В каждой из задач за различные недостатки (ошибки в логике, пропущенные переходы, 
недостатки обоснований, ошибки и т. д.), могло быть снято от 5 до 20 баллов.  

Кроме этого, некоторые стандартные ошибки описаны ниже.  

 

Задача № 1 = 20 баллов Плюсы-минусы Балл 

Одна вычислительная ошибка при правильном способе решения, 

или  

правильно получено простейшее тригонометрическое уравнение, 

при решении которого допущена ошибка 

 10 

Более одной вычислительной ошибки или любые другие ошибки в 

тригонометрических формулах 
0 

 

Задача № 2 = 20 баллов Плюсы-минусы Балл 

Рассмотрены все 4 случая (при этом 2 из них могут быть обосно-

ванно отброшены из логических соображений), но ответ неверен 

из-за вычислительных ошибок 

 10 

Рассмотрены не все случаи, но два правильных ответа получены 10 

Рассмотрены не все случаи, получен только один ответ  5 

 

Задача № 3 = 20 баллов Плюсы-минусы Балл 

Идейно верное решение, но одна из трех величин посчитана не-

верно из-за вычислительных ошибок 
 10 

Идейно верное решение, но две или все три величины посчитаны 

неверно из-за вычислительных ошибок 
5 

Ошибки при использовании теоремы Виета, в остальном решение 

идейно верное 
 5 

 

Задача № 4 = 20 баллов Плюсы-минусы Балл 

Использован правильный способ решения, но ответ неверен из-за 

арифметических ошибок 
 10 

Решение идейно правильное, но не доведено до конца 5 

 


