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Âàðèàíò I

Çàäà÷à 1. Òî÷êà R1 � ñåðåäèíà îòðåçêà ST ; òî÷êà R2 � ñåðåäèíà îòðåçêà SR1; äëÿ êàæäîãî n > 3
òî÷êà Rn � ñåðåäèíà îòðåçêà Rn−2Rn−1. Ïóñòü R � ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå òî÷êè Rn ïðè n → ∞.
Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà RT , åñëè äëèíà îòðåçêà ST ðàâíà 15.

Îòâåò: 10.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì T = R−1, S = R0, òîãäà Rn � ñåðåäèíà îòðåçêà Rn−2Rn−1 äëÿ êàæäîãî n > 1.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà îòðåçêå òî÷êè áóäóò ðàñïîëîæåíû â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:

S = R0, R2, R4, . . . , R, . . . , R3, R1, R−1 = T.

Ïîýòîìó
RT = R−1R1 +R1R3 +R3R5 + . . . .

Äàëåå, äëèíà îòðåçêà Rn+1Rn â äâà ðàçà ìåíüøå äëèíû îòðåçêà RnRn−1, îòêóäà äëèíà îòðåçêà
Rn+2Rn+1 â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå äëèíû îòðåçêà RnRn−1. Çíà÷èò,

RT = R−1R1

(
1 +

1

4
+

1

42
+ . . .

)
=
ST

2
· 1

1− 1
4

=
15

2
· 4
3
= 10.

Çàäà÷à 2. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ìîæíî ïîêðàñèòü êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî â îäèí èç n öâåòîâ
òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà ÷èñëà, îòëè÷àþùèåñÿ íà 5, íà 8, íà 10, íà 13 è íà 18, áûëè ïîêðàøåíû â ðàçíûå
öâåòà?

Îòâåò: 5.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì äëÿ íà÷àëà, ÷òî ÷åòûðüìÿ è ìåíüøå öâåòàìè îáîéòèñü íå óäàñòñÿ. Ïîñìîòðèì
íà ÷èñëà n, n+ 5, n+ 10, n+ 18. Ðàçíîñòè ìåæäó íèìè ðàâíû

(n+ 5)− n = 5, (n+ 10)− n = 10, (n+ 18)− n = 18,

(n+ 10)− (n+ 5) = 5, (n+ 18)− (n+ 5) = 13, (n+ 18)− (n+ 10) = 8,

ò.å. ëþáûå äâà èç ýòèõ ÷èñåë ïîêðàøåíû â ðàçëè÷íûå öâåòà. Çíà÷èò, öâåòîâ õîòÿ áû ÷åòûðå. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî öâåòîâ ðîâíî ÷åòûðå. Òîãäà ÷èñëà n, n+5, n+10, n+18 ïîêðàøåíû âî âñå âîçìîæíûå
öâåòà. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî âî âñå âîçìîæíûå öâåòà ïîêðàøåíû ÷èñëà n, n+ 5, n+ 13,
n+ 18. Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëà n+ 10 è n+ 13 äîëæíû áûòü ïîêðàøåíû â îäèí
è òîò æå öâåò.
Ïðèìåíèì ïîëó÷åííîå óòâåðæäåíèå äëÿ n = 1, 4, 7, . . . , 16. Òîãäà ÷èñëà 11, 14, 17, . . . , 29 ïîêðàøå-

íû â îäèí è òîò æå öâåò. Ïðîòèâîðå÷èå, âåäü 29− 11 = 18 è ÷èñëà 11 è 29 äîëæíû áûòü ïîêðàøåíû
â ðàçíûå öâåòà.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïÿòü öâåòîâ äîñòàòî÷íî. Äëÿ ýòîãî ðàçîáü¼ì âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà íà ãðóï-

ïû ïî 5 ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë, à ãðóïïû ïîêðàñèì òàê: ïåðâóþ � â ïåðâûé, âòîðóþ � âî âòîðîé,
. . . , ïÿòóþ � â ïÿòûé, øåñòóþ � â ïåðâûé, ñåäüìóþ � âî âòîðîé, . . . . Ïðè òàêîé ðàñêðàñêå ÷èñëà
îäíîãî öâåòà áóäóò èëè îòëè÷àòüñÿ íå áîëåå ÷åì íà 4, åñëè ëåæàò â îäíîé ïÿò¼ðêå, èëè õîòÿ áû íà
21 � åñëè â ðàçíûõ. Çíà÷èò, ÷èñëà, îòëè÷àþùèåñÿ íà 5, 8, 10, 13 è 18, áóäóò ïîêðàøåíû â ðàçíûå
öâåòà.

Çàäà÷à 3. Íà çàâîäå èìåþòñÿ â äîñòàòî÷íîì êîëè÷åñòâå
òðè ñïëàâà òèòàíà, àëþìèíèÿ è ìîëèáäåíà. Âñå ñïëàâû ñ
ïðèìåñÿìè. Ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå êîìïîíåíòîâ â ýòèõ
ñïëàâàõ ïðèâåäåíî â òàáëèöå.

1 2 3
Ìîëèáäåí 8% 3% 8%
Òèòàí 36% 21% 6%

Àëþìèíèé 55% 76% 15%

Èç ýòèõ ñïëàâîâ íåîáõîäèìî ïðèãîòîâèòü íîâûé ñïëàâ, â êîòîðîì àëþìèíèÿ äîëæíî áûòü íå áîëüøå
38%, à ìîëèáäåíà � íå ìåíüøå 5%. Êàêîå íàèáîëüøåå è êàêîå íàèìåíüøåå ñîäåðæàíèå òèòàíà (â
ïðîöåíòàõ) ìîæåò áûòü â ýòîì ñïëàâå?

Îòâåò: 6 è 23,25.
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Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî êàê áû íè èçãîòàâëèâàëè íîâûé ñïëàâ, ñîäåðæàíèå òèòàíà â í¼ì áóäåò íå
ìåíüøå ìèíèìàëüíîãî èç ñîäåðæàíèé òèòàíà â èìåþùèõñÿ ñïëàâàõ. Ïîýòîìó ñîäåðæàíèå òèòàíà â
ëþáîì èçãîòîâëåííîì ñïëàâå áóäåò íå ìåíåå 6%. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïëàâ 3 ïîäõîäèò ïîä óñëîâèÿ
íà ñîäåðæàíèå àëþìèíèÿ è ìîëèáäåíà. Çíà÷èò, íàèìåíüøåå ñîäåðæàíèå òèòàíà � 6%.
Òåïåðü íàéä¼ì íàèáîëüøåå ñîäåðæàíèå òèòàíà â òàêîì ñïëàâå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðè èçãîòîâëå-

íèè íîâîãî ñïëàâà ìû èñïîëüçîâàëè ñïëàâ 2, òî ìîæíî åãî çàìåíèòü íà ñïëàâ 1: îò ýòîãî ñîäåðæàíèå
àëþìèíèÿ óìåíüøèòñÿ, à ìîëèáäåíà è òèòàíà � óâåëè÷èòñÿ. Ïîýòîìó â ñïëàâå ñ íàèáîëüøèì ñîäåð-
æàíèåì òèòàíà íå ó÷àñòâóåò ñïëàâ 2.
Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî òîãäà â òàêîì ñïëàâå áóäåò 8% ìîëèáäåíà, ò.å. îí ïîäõîäèò ïîä óñëîâèå íà

ìîëèáäåí. Â ñïëàâå 1 òèòàíà áîëüøå, ÷åì â ñïëàâå 3, íî ñïëàâ 1 íå ïîäõîäèò ïîä óñëîâèå íà àëþìèíèé.
Ïîíÿòíî, ÷òî ÷åì ìåíüøå ìû âîçüì¼ì ñïëàâà 3, òåì áîëüøå áóäåò òèòàíà â èçãîòîâëåííîì ñïëàâå.
Âîçüì¼ì ðîâíî ñòîëüêî, ÷òîáû âûïîëíèëîñü óñëîâèå íà àëþìèíèé: 55x + 15y = 38(x + y) (x è y �
ìàññà ñïëàâà 1 è 3 ñîîòâåòñòâåííî), îòêóäà 17x = 23y, ò.å. ìîæíî âçÿòü 23 ÷àñòè ñïëàâà 1 è 17 ÷àñòåé
ñïëàâà 3. Òîãäà ñîäåðæàíèå òèòàíà â ïðîöåíòàõ áóäåò

36 · 23 + 6 · 17
23 + 17

= 23,25.

Äðóãîå ðåøåíèå. Ïóñòü âçÿòî x, y è 1− x− y ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ñïëàâà ñîîòâåòñòâåííî,
ïðè÷¼ì x > 0, y > 0, 1− x− y > 0. Òîãäà óñëîâèÿ çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü òàê:

55x+ 76y + 15(1− x− y) = 40x+ 61y + 15 6 38,

8x+ 3y + 8(1− x− y) = −5y + 8 > 5

Èçîáðàçèì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè îáëàñòü (ñì. ðèñóíîê), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñèñòåìå íåðàâåíñòâ


40x+ 61y − 23 6 0,
−5y + 3 > 0
x > 0, y > 0, x+ y − 1 6 0.

Ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå òèòàíà 36x + 21y + 6(1 − x − y) = 6 + 30x + 15y (*). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ìèíèìóì ýòîãî ÷èñëà äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå A è ðàâåí 6. ×òîáû íàéòè ìàêñèìóì, çàìåòèì, ÷òî àáñöèññà
òî÷êè B ðàâíà 23

40
> 1

2
, à îðäèíàòà òî÷êè C � 23

61
< 1

2
. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò ïðè x â (*) áîëüøå.

Çíà÷èò, çíà÷åíèå â òî÷êå B òî÷íî áîëüøå (ìû áîëüøåå ÷èñëî óìíîæàåì íà áîëüøåå ÷èñëî), è ðàâíî
6 + 30 · 23

40
= 23,25.

Êîììåíòàðèé. Ïðè äðóãîì âûáîðå ïåðåìåííûõ (íàïðèìåð, x ïåðâîãî ñïëàâà, 1 − x − y âòîðîãî
è y òðåòüåãî) áóäóò ïîëó÷àòüñÿ äðóãèå ôóíêöèè è äðóãèå îáëàñòè. Ïðè ýòîì ðåøåíèå ìîæåò ñòàòü
êàê ÷óòü ïðîùå, òàê è íåìíîãî ñëîæíåå. Â ðåøåíèè âûøå ñïåöèàëüíî âûáðàí íàèáîëåå ¾áåçäóìíûé¿
ïóòü.

Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à èìååò îòíîøåíèå ê òåìå ¾ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå¿: íàõîæäåíèå ýêñòðå-
ìóìîâ íà ìíîæåñòâàõ, çàäàâàåìûõ ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ. Íåñëîæíî ïîêàçàòü,
÷òî äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè ìàêñèìóì è ìèíèìóì äîñòèãàþòñÿ â îäíîé èç âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà �
ìíîæåñòâà âñåõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ. Òîãäà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÷èñòî àëãîðèòìè-
÷åñêè: äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ìíîãîóãîëüíèê, íàéòè âñå åãî âåðøèíû è â êàæäîé ïîñ÷èòàòü çíà÷åíèå
òðåáóåìîé ôóíêöèè (òàê óñòðîåíî âòîðîå ðåøåíèå âûøå).
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò òàêàÿ çàäà÷à íàãðóæåíà òåõíè÷åñêè è äëÿ îëèìïèàäû ñêîðåå íåóäà÷-

íà. Â ïðåäëîæåííûõ âàðèàíòàõ ÷èñëà ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû ýêñòðåìóì ìîæíî áûëî íàéòè íåñëîæ-
íûìè ðàññóæäåíèÿìè (òàê óñòðîåíèå ïåðâîå ðåøåíèå âûøå), à íå ïðîñòî òåõíè÷åñêè.
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Çàäà÷à 4. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 9, BC = 2 è áîêîâûìè ñòîðîíàìè AB = 5,
CD = 3

√
2. Òî÷êà P íà ïðÿìîé BC òàêîâà, ÷òî ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà APD íàèìåíüøèé èç âîç-

ìîæíûõ. Íàéäèòå ýòîò ïåðèìåòð.

Îòâåò: 9 +
√
117.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì, êîòîðîå íàèáîëåå èçâåñòíî êàê ¾ïðèíöèï íàè-
ìåíüøåãî âðåìåíè Ôåðìà¿ â ôèçèêå:

Äëÿ äàííûõ òî÷åê A, B è äàííîé ïðÿìîé ` èç âñåõ òî÷åê L ∈ ` ñóììà AL + BL áóäåò
ìèíèìàëüíîé, êîãäà óãëû ìåæäó ïðÿìûìè AL è ` è BL è ` áóäóò ðàâíû.

Òîãäà äëÿ èñêîìîé òî÷êè P íà ïðÿìîé BC äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî ∠XPA = ∠Y PD (òî÷êè
X è Y � ãäå-òî ¾äàëåêî¿ íà ïðÿìîé BC). Ïîñêîëüêó BC ‖ AD, òî

∠PAD = ∠XPA = ∠Y PD = ∠PDA,

ò.å. òðåóãîëüíèê PAD � ðàâíîáåäðåííûé. Çíà÷èò, íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ïåðèìåòð ðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà PAD, ãäå P � òî÷êà íà ïðÿìîé BC.
Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ýòîò ïåðèìåòð ðàâåí

9 + 2 ·
√(

9

2

)2

+ h2 = 9 +
√
81 + 4h2,

ãäå h � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè AD è BC, ò.å. âûñîòà òðàïåöèè.
Íàéòè âûñîòó òðàïåöèè ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êó B, ïðÿìóþ,

ïàðàëëåëüíóþ CD, äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñíîâàíèåì AD â òî÷êå K. Òîãäà èñêîìàÿ âûñîòà � ýòî âûñîòà
èç âåðøèíû B â òðåóãîëüíèêå ABK. Ïîñêîëüêó BCDK � ïàðàëëåëîãðàìì, òî BK = CD = 3

√
2,

AK = AD −DK = AD −BC = 9− 2 = 7.
Èòîãî, íàì äîñòàòî÷íî íàéòè äëèíó âûñîòû íà ñòîðîíó äëèíû 7 â òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè 5,

7, 3
√
2. Ïî ôîðìóëå ïëîùàäè è ôîðìóëå Ãåðîíà èìååì

4h2 · 72 = 16S2 = (5 + 7 + 3
√
2)(5 + 7− 3

√
2)(5− 7 + 3

√
2)(−5 + 7 + 3

√
2)

îòêóäà

4h2 =
(12 + 3

√
2)(12− 3

√
2)(−2 + 3

√
2)(2 + 3

√
2)

72
=

(122 − (3
√
2)2)((3

√
2)2 − 22)

72
= 36,

è îêîí÷àòåëüíûé îòâåò 9 +
√
81 + 4h2 = 9 +

√
117.

Äðóãîå ðåøåíèå. Òàêæå, êàê è â ïåðâîì ðåøåíèè, íàéä¼ì âûñîòó òðàïåöèè. Ïîêàæåì çäåñü, êàê
ìîæíî ýòî áûëî ñäåëàòü ïî-äðóãîìó. Îïóñòèì âûñîòû BE è CF òðàïåöèè. Îáîçíà÷èì èõ äëèíû ÷åðåç
h, äëèíó îòðåçêà AE îáîçíà÷èì ÷åðåç `. Ïîñêîëüêó EF = BC = 2, äëÿ FD ïîëó÷èì FD = 7 − `.
Èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ABE è CDF ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ïîëó÷èì AB2 = BE2 +AE2 è
CD2 = CF 2 +DF 2.
Ïîäñòàâèâ â ýòè ðàâåíñòâà èçâåñòíûå äëèíû, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé{

52 = h2 + `2

18 = h2 + (7− `)2.

Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷èì
(
` + (7 − `)

)(
` − (7 − `)

)
= 7, îòêóäà ` = 4. Òîãäà

h = 3, FD = 3.
Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê APD. Îáîçíà÷èì BP = x, òîãäà PC = 2 − x (çäåñü è äàëåå âñå ðàñ-

ñòîÿíèÿ ñî çíàêîì, ò.å. ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíûå). Îïóñòèì âûñîòó PQ. Òîãäà òðåóãîëüíèê APQ
ïðÿìîóãîëüíûé è ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà

AP =
√
AQ2 +QP 2 =

√
(4 + x)2 + 32.
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Àíàëîãè÷íî, èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà DPQ

DP =
√

(5− x)2 + 32.

Òîãäà ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà APD ðàâåí

P (x) = 9 +
√
(4 + x)2 + 32 +

√
(5− x)2 + 32.

Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ ýòîé ôóíêöèè:

P ′(x) =
4 + x√

(4 + x)2 + 32
− 5− x√

(5− x)2 + 32
.

Èç óðàâíåíèÿ P ′(x) = 0 ïîëó÷àåì

(4 + x)2
(
(5− x)2 + 32

)
= (5− x)2

(
(4 + x)2 + 32

)
,

îòêóäà (5 − x)2 = (4 + x)2, x = 1
2
. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî x = 1

2
èìåííî òî÷êà ìèíèìóìà, îòêóäà

ìèíèìàëüíûé ïåðèìåòð ðàâåí P
(
1
2

)
= 9 +

√
117.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
x101 + x102 + . . .+ x1092 = 310

x331 + x332 + . . .+ x3392 = 333.

Îòâåò: îäèí èç xi ðàâåí 3, âñå îñòàëüíûå ðàâíû 0.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî (x1
3

)10
+
(x2
3

)10
+ . . .+

(x92
3

)10
= 1.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî 1 6 k 6 92 èìååì
∣∣xk

3

∣∣ 6 1, îòêóäà
∣∣xk

3

∣∣33 6 ∣∣xk

3

∣∣10. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì
1 =

∣∣∣∣(x13 )33 + (x23 )33 + . . .+
(x92

3

)33∣∣∣∣ 6 ∣∣∣x13 ∣∣∣33 + ∣∣∣x23 ∣∣∣33 + . . .+
∣∣∣x92
3

∣∣∣33 6
6
∣∣∣x1
3

∣∣∣10 + ∣∣∣x2
3

∣∣∣10 + . . .+
∣∣∣x92
3

∣∣∣10 = (x1
3

)10
+
(x2
3

)10
+ . . .+

(x92
3

)10
= 1.

Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî k âûïîëíåíî
∣∣xk

3

∣∣33 = ∣∣xk

3

∣∣10, îòêóäà xk ∈ {−3, 0, 3}. Îòñþäà íåñëîæíî ïîëó÷àåì,
÷òî òîãäà îäèí èç xk ðàâåí 3, à âñå îñòàëüíûå ðàâíû 0.

Çàäà÷à 6. Óêàæèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, |a| < 1, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

| cos t− a| − sin t

| cos t− 3
4
| > 0

äëÿ t ∈ (0; π) ïðåäñòàâèìî â âèäå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ.

Îòâåò: [3−
√
7

4
, 1).

Ðåøåíèå. Ïóñòü x = cos t, y = sin t. Òîãäà, ñ ó÷¼òîì äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé t, íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëü-
íî ñèñòåìå 

x2 + y2 = 1,

y > 0,

x 6= 3
4
,

y < |x− a|.
Ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû � òî÷êè íà ïîëóîêðóæíîñòè x2 + y2 = 1, y > 0, ëåæàùèå íèæå ãðàôèêà
ôóíêöèè y = |x− a|.
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y

xa 3
4

−1 1

Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà a ãðàôèê ôóíêöèè y = |x − a| ïåðåìåùàåòñÿ ïàðàëëåëüíî îñè x. Ïðè
çíà÷åíèÿõ a, áëèçêèõ ê −1, â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ðåøåíèé èìååì 3 íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëà.
Ïðè çíà÷åíèÿõ a, áëèçêèõ ê 1, ïîëó÷àåòñÿ 2 èíòåðâàëà.
Êðàéíåå ïîëîæåíèå ãðàôèêà, ïðè êîòîðîì ïîëó÷àåòñÿ äâà èíòåðâàëà, èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå:

y

xa 3
4

−1 1

M

Êîîðäèíàòû òî÷êèM ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè è ïðÿìîé y = x−a ðàâíû xM = 3
4
, yM =

√
1− (3/4)2 =

=
√
7
4
. Òàê êàê 3

4
− a = yM , òî a = 3−

√
7

4
.

Òàêèì îáðàçîì, îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî [3−
√
7

4
, 1).

Çàäà÷à 7. Äàíî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî t, îòëè÷íîå îò 0, 1, −1, 1
2
è 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

(x2 − x+ 1)3

x2(x− 1)2
=

(t2 − t+ 1)3

t2(t− 1)2
.

Îòâåò ìîæåò çàâèñåòü îò t.

Îòâåò: t, 1
t
, 1− t, 1

1−t ,
t

t−1 ,
t−1
t
.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì äâà óòâåðæäåíèÿ:

• åñëè x0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, òî è 1− x0 òàêæå ðåøåíèå; äåéñòâèòåëüíî,
((1− x0)2 − (1− x0) + 1)3

(1− x0)2((1− x0)− 1)2
=

(x20 − x0 + 1)3

x20(x0 − 1)2
,

ïîýòîìó åñëè âòîðîå ðàâíÿåòñÿ (t2−t+1)3

t2(t−1)2 , òî è ïåðâîå � òîæå.

• åñëè x0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, òî è 1
x0

òàêæå ðåøåíèå; äåéñòâèòåëüíî,

((1/x0)
2 − (1/x0) + 1)3

(1/x0)2((1/x0)− 1)2
=

(x20 − x0 + 1)3

x20(x0 − 1)2
,

ïîýòîìó åñëè âòîðîå ðàâíÿåòñÿ (t2−t+1)3

t2(t−1)2 , òî è ïåðâîå � òîæå.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî t � òî÷íî êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà, êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ÷èñëà
1/t, 1− t, à òîãäà è 1

1−t , 1− 1
1−t =

t
t−1 , 1− 1

t
= t−1

t
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà t ïîëó÷èâøèåñÿ 6 ÷èñåë � ðàçëè÷íû. Êðîìå
òîãî, èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðè x 6= 0, x 6= 1 ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ 6-é ñòåïåíè, êîòîðîå íå ìîæåò
èìåòü áîëüøå 6 êîðíåé. Çíà÷èò, íàéäåííûå ÷èñëà è åñòü âñå êîðíè.

Êîììåíòàðèé. Ïî ñóòè ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè x 6= 0, x 6= 1 èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî
óðàâíåíèþ

(x− t) (x− (1− t))
(
x− 1

t

)(
x− 1

1− t

)(
x− t

t− 1

)(
x− t− 1

t

)
= 0,
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ïîýòîìó óêàçàííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ âñåìè êîðíÿìè è ïðè îòñòóòñòâèè îãðàíè÷åíèé íà t.

Êîììåíòàðèé. Àíàëîãè÷íîå ìíîæåñòâî âñòðå÷àëîñü â ÎÌÌÎ�2022, â çàäà÷å 10.

Çàäà÷à 8. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè A0, B0, C0 � ñåðåäèíû ñòîðîí BC, CA, AB, à A1, B1, C1 � òî÷-
êè êàñàíèÿ ýòèõ ñòîðîí ñî âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå A1C1, B1C1 ïåðåñåêàþò
A0B0 â òî÷êàõ X è Y . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ CC1 äåëèò îòðåçîê XY ïîïîëàì.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî òî÷êè X, Y ëåæàò íà áèññåêòðèñàõ óãëîâ A, B ñîîòâåòñòâåííî.
Òàê êàê AB1 = AC1 è B0Y ‖ AC1, òî B0Y = B0B1 = |AB−BC|

2
, ñëåäîâàòåëüíî, A0Y = A0B è

∠Y BA0 = ∠BY A0 = ∠Y BA. Àíàëîãè÷íî ∠XAC = ∠XAB.
Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå C îòíîñèòåëüíî X è Y , ëåæàò íà AB, òî ∠CY B =

∠CXA = 90◦, ò.å. CXC1Y � ïàðàëëåëîãðàìì. Çíà÷èò, äèàãîíàëè äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïîïî-
ëàì, îòêóäà CC1 äåëèò XY ïîïîëàì.

Êîììåíòàðèé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî X è Y ëåæàò íà áèññåêòðèñàõ óãëîâ A è B ñîîòâåòñòâåííî
ìîæíî ñðàçó ñîñëàòüñÿ íà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Â òðåóãîëüíèêå ABC ñëåäóþùèå ÷åòûðå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå:

• áèññåêòðèñà óãëà A,

• ïåðïåíäèêóëÿð èç âåðøèíû B íà ýòó áèññåêòðèñó,

• ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñî
ñòîðîíàìè AC è BC,

• ñðåäíÿÿ ëèíèÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå AC.

×àùå âñåãî åãî óïîìèíàþò ïîä íàçâàíèåì ¾çàäà÷à 255¿. Ýòî è âïðàäó ïî÷òè çàäà÷à íîìåð 255
èç êíèãè È.Ô. Øàðûãèíà ¾Ãåîìåòðèÿ: 9�11 êë.: Îò ó÷åáíîé çàäà÷è ê òâîð÷åñêîé¿. Íå ñòîèò ó÷èòü
íàèçóñòü íîìåðà çàäà÷ èç ýòîãî çàäà÷íèêà. Ïîïóëÿðíîñòü èìåííî ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïîíÿòü èç
ïðåäèñëîâèÿ àâòîðà (à çàîäíî è óáåäèòüñÿ â åãî ïðàâîòå):

P.S. À âñå æå, îòêóäà áåðóòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è? Îáùèé è ïîëíûé îòâåò çäåñü âðÿä
ëè âîçìîæåí. À â ÷àñòíîñòè. . . Â ÷àñòíîñòè, î÷åíü ìíîãî íîâûõ çàäà÷ ñîäåðæèòñÿ â ýòîé
êíèãå. Íàäî òîëüêî ñóìåòü èõ èçâëå÷ü. Íàâåðíîå, êàæäàÿ ñîäåðæàòåëüíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ
çàäà÷à ìîæåò áûòü èñòî÷íèêîì öåëîãî ðÿäà íîâûõ. Äëÿ ýòîãî íàäî ñ íåé ¾ïîâîçèòüñÿ¿,
ïîñìîòðåòü ñ ðàçíûõ ñòîðîí, ïîïðîáîâàòü ïåðåôðàçèðîâàòü, îáîáùèòü. Â ðåçóëüòàòå óäè-
âèòåëüíûì îáðàçîì ìîæåò âîçíèêíóòü ñîâåðøåííî íå ïîõîæàÿ íà ¾ðîäèòåëÿ¿ çàäà÷à.
Íàïðèìåð, âîçüì¼ì òó æå çàäà÷ó � 255. . .

Çàäà÷à 9. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R → R, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî a,
÷òî ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ x, y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

2f(xy + 3) = f(x)f(y)− f(x)− 2y + a.

Îòâåò: f(x) = 2x+ 1.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

f(x)f(y)− f(x)− 2y + a = 2f(xy + 3) = 2f(yx+ 3) = f(y)f(x)− f(y)− 2x+ a.

Çíà÷èò, ïðè âñåõ x, y ∈ R âûïîëíåíî f(x) − 2x = f(y) − 2y. Çíà÷èò, ðàçíîñòü f(x) − 2x ïîñòîÿííà
è f(x) = 2x + C, äëÿ íåêîòîðîãî C ∈ R. Ïîäñòàâëÿÿ â èñõîäíîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ
x, y ∈ R âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:

2(2xy + 6 + C) = 4xy + 2Cx+ 2Cy + C2 − 2x− C − 2y + a.

Îíî òîæäåñòâåííî âûïîëíåíî òîëüêî ïðè C = 1; ïðè ýòîì a = 14.
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Çàäà÷à 10. Â ãðóïïå èç 80 ÷åëîâåê íåêîòîðûå çíàêîìû äðóã ñ äðóãîì (çíàêîìñòâà âçàèìíû). Èç-
âåñòíî, ÷òî â ãðóïïå åñòü ÷åëîâåê, êîòîðûé çíàåò ðîâíî 1 èç îñòàâøèõñÿ, ÷åëîâåê, êîòîðûé çíàåò
ðîâíî 2 èç îñòàâøèõñÿ, . . . , ÷åëîâåê, êîòîðûé çíàåò ðîâíî 54 èç îñòàâøèõñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî â ãðóïïå
åñòü òðè ÷åëîâåêà, êàæäûå äâà èç êîòîðûõ çíàêîìû.

Ðåøåíèå. Ïîñìîòðèì íà ÷åëîâåêà A, êîòîðûé çíàåò ðîâíî 54 èç îñòàâøèõñÿ. Èç íèõ ìàêñèìóì 26 �
ëþäè, ïðî êîëè÷åñòâî çíàêîìûõ â óñëîâèè íè÷åãî íå ñêàçàíî. Îñòàëîñü êàê ìèíèìóì 28 ÷åëîâåê, ïðî
êîëè÷åñòâî çíàêîìûõ êîòîðûõ ñêàçàíî â óñëîâèè. Ñðåäè íèõ òîãäà íàéä¼òñÿ ÷åëîâåê B, êîëè÷åñòâî
çíàêîìûõ êîòîðîãî õîòÿ áû 28.
Ó A, êðîìå B, åñòü åù¼ 53 çíàêîìûõ, à ó B, êðîìå A � åù¼ 27. Ïîñêîëüêó 53 + 27 = 80 > 78, òî ó

A è B åñòü õîòÿ áû îäèí îáùèé çíàêîìûé C. Òðîéêà A, B, C è åñòü èñêîìàÿ òðîéêà ÷åëîâåê.
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Âàðèàíò II

Çàäà÷à 1. Òî÷êà R1 � ñåðåäèíà îòðåçêà PQ; òî÷êà R2 � ñåðåäèíà îòðåçêà R1Q; äëÿ êàæäîãî n > 3
òî÷êà Rn � ñåðåäèíà îòðåçêà Rn−2Rn−1. Ïóñòü R � ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå òî÷êè Rn ïðè n → ∞.
Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà RQ, åñëè äëèíà îòðåçêà PQ ðàâíà 18.

Îòâåò: 6.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì P = R−1, Q = R0, òîãäà Rn � ñåðåäèíà îòðåçêà Rn−2Rn−1 äëÿ êàæäîãî n > 1.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà îòðåçêå òî÷êè áóäóò ðàñïîëîæåíû â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:

P = R−1, R1, R3, . . . , R, . . . , R4, R2, R0 = Q.

Ïîýòîìó
RQ = R0R2 +R2R4 +R4R6 + . . . .

Äàëåå, äëèíà îòðåçêà Rn+1Rn â äâà ðàçà ìåíüøå äëèíû îòðåçêà RnRn−1, îòêóäà äëèíà îòðåçêà
Rn+2Rn+1 â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå äëèíû îòðåçêà RnRn−1. Çíà÷èò,

RQ = R0R2

(
1 +

1

4
+

1

42
+ . . .

)
=
PQ

4
· 1

1− 1
4

=
18

4
· 4
3
= 6.

Çàäà÷à 2. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ìîæíî ïîêðàñèòü êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî â îäèí èç n öâåòîâ
òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà ÷èñëà, îòëè÷àþùèåñÿ íà 7, íà 10, íà 14, íà 17 è íà 24, áûëè ïîêðàøåíû â
ðàçíûå öâåòà?

Îòâåò: 5.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì äëÿ íà÷àëà, ÷òî ÷åòûðüìÿ è ìåíüøå öâåòàìè îáîéòèñü íå óäàñòñÿ. Ïîñìîòðèì
íà ÷èñëà n, n+ 7, n+ 14, n+ 24. Ðàçíîñòè ìåæäó íèìè ðàâíû

(n+ 7)− n = 7, (n+ 14)− n = 14, (n+ 24)− n = 24,

(n+ 14)− (n+ 7) = 7, (n+ 24)− (n+ 7) = 17, (n+ 24)− (n+ 14) = 10,

ò.å. ëþáûå äâà èç ýòèõ ÷èñåë ïîêðàøåíû â ðàçëè÷íûå öâåòà. Çíà÷èò, öâåòîâ õîòÿ áû ÷åòûðå. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî öâåòîâ ðîâíî ÷åòûðå. Òîãäà ÷èñëà n, n+7, n+14, n+24 ïîêðàøåíû âî âñå âîçìîæíûå
öâåòà. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî âî âñå âîçìîæíûå öâåòà ïîêðàøåíû ÷èñëà n, n+ 7, n+ 17,
n+ 24. Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëà n+ 14 è n+ 17 äîëæíû áûòü ïîêðàøåíû â îäèí
è òîò æå öâåò.
Ïðèìåíèì ïîëó÷åííîå óòâåðæäåíèå äëÿ n = 1, 4, 7, . . . , 22. Òîãäà ÷èñëà 15, 18, 21, . . . , 39 ïîêðàøå-

íû â îäèí è òîò æå öâåò. Ïðîòèâîðå÷èå, âåäü 39− 15 = 24 è ÷èñëà 15 è 39 äîëæíû áûòü ïîêðàøåíû
â ðàçíûå öâåòà.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïÿòü öâåòîâ äîñòàòî÷íî. Äëÿ ýòîãî ðàçîáü¼ì âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà íà ãðóï-

ïû ïî 7 ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë, à ãðóïïû ïîêðàñèì òàê: ïåðâóþ � â ïåðâûé, âòîðóþ � âî âòîðîé,
. . . , ïÿòóþ � â ïÿòûé, øåñòóþ � â ïåðâûé, ñåäüìóþ � âî âòîðîé, . . . . Ïðè òàêîé ðàñêðàñêå ÷èñëà
îäíîãî öâåòà áóäóò èëè îòëè÷àòüñÿ íå áîëåå ÷åì íà 6, åñëè ëåæàò â îäíîé ñåì¼ðêå, èëè õîòÿ áû íà
29 � åñëè â ðàçíûõ. Çíà÷èò, ÷èñëà, îòëè÷àþùèåñÿ íà 7, 10, 14, 17 è 24, áóäóò ïîêðàøåíû â ðàçíûå
öâåòà.

Çàäà÷à 3. Íà çàâîäå èìåþòñÿ â äîñòàòî÷íîì êîëè÷åñòâå
òðè ñïëàâà òèòàíà, àëþìèíèÿ è ìîëèáäåíà. Âñå ñïëàâû ñ
ïðèìåñÿìè. Ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå êîìïîíåíòîâ â ýòèõ
ñïëàâàõ ïðèâåäåíî â òàáëèöå.

1 2 3
Àëþìèíèé 54% 7% 47%
Ìîëèáäåí 8% 3% 3%
Òèòàí 36% 56% 26%

Èç ýòèõ ñïëàâîâ íåîáõîäèìî ïðèãîòîâèòü íîâûé ñïëàâ, â êîòîðîì àëþìèíèÿ äîëæíî áûòü íå áîëüøå
39%, à ìîëèáäåíà � íå áîëüøå 5%. Êàêîå íàèáîëüøåå è êàêîå íàèìåíüøåå ñîäåðæàíèå òèòàíà (â
ïðîöåíòàõ) ìîæåò áûòü â ýòîì ñïëàâå?

Îòâåò: 32 è 56.
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Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî êàê áû íè èçãîòàâëèâàëè íîâûé ñïëàâ, ñîäåðæàíèå òèòàíà â í¼ì áóäåò íå
áîëüøå ìàêñèìàëüíîãî èç ñîäåðæàíèé òèòàíà â èìåþùèõñÿ ñïëàâàõ. Ïîýòîìó ñîäåðæàíèå òèòàíà â
ëþáîì èçãîòîâëåííîì ñïëàâå áóäåò íå áîëüøå 56%. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïëàâ 2 ïîäõîäèò ïîä óñëîâèÿ
íà ñîäåðæàíèå àëþìèíèÿ è ìîëèáäåíà. Çíà÷èò, íàèáîëüøåå ñîäåðæàíèå òèòàíà � 56%.
Òåïåðü íàéä¼ì íàèìåíüøåå ñîäåðæàíèå òèòàíà â òàêîì ñïëàâå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðè èçãîòîâëåíèè

íîâîãî ñïëàâà ìû èñïîëüçîâàëè ñïëàâ 1, òî ìîæíî åãî çàìåíèòü íà ñïëàâ 3: îò ýòîãî ñîäåðæàíèå
àëþìèíèÿ, ìîëèáäåíà è òèòàíà � óìåíüøèòñÿ. Ïîýòîìó â ñïëàâå ñ íàèìåíüøèì ñîäåðæàíèåì òèòàíà
íå ó÷àñòâóåò ñïëàâ 1.
Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî òîãäà â òàêîì ñïëàâå áóäåò 3% ìîëèáäåíà, ò.å. îí ïîäõîäèò ïîä óñëîâèå íà

ìîëèáäåí. Â ñïëàâå 3 òèòàíà ìåíüøå, ÷åì â ñïëàâå 2, íî ñïëàâ 3 íå ïîäõîäèò ïîä óñëîâèå íà àëþìèíèé.
Ïîíÿòíî, ÷òî ÷åì ìåíüøå ìû âîçüì¼ì ñïëàâà 2, òåì ìåíüøå áóäåò òèòàíà â èçãîòîâëåííîì ñïëàâå.
Âîçüì¼ì ðîâíî ñòîëüêî, ÷òîáû âûïîëíèëîñü óñëîâèå íà àëþìèíèé: 7x + 47y = 39(x + y) (x è y �
ìàññà ñïëàâà 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî), îòêóäà 32x = 8y, ò.å. ìîæíî âçÿòü 1 ÷àñòü ñïëàâà 2 è 4 ÷àñòè
ñïëàâà 3. Òîãäà ñîäåðæàíèå òèòàíà â ïðîöåíòàõ áóäåò

56 · 1 + 26 · 4
1 + 4

= 32.

Äðóãîå ðåøåíèå. Ïóñòü âçÿòî x, y è 1− x− y ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ñïëàâà ñîîòâåòñòâåííî,
ïðè÷¼ì x > 0, y > 0, 1− x− y > 0. Òîãäà óñëîâèÿ çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü òàê:

54x+ 7y + 47(1− x− y) = 7x− 40y + 47 6 39,

8x+ 3y + 3(1− x− y) = 5x+ 3 6 5

Èçîáðàçèì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè îáëàñòü (ñì. ðèñóíîê), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñèñòåìå íåðàâåíñòâ


7x− 40y + 8 6 0,
5x− 2 6 0
x > 0, y > 0, x+ y − 1 6 0.

Ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå òèòàíà 36x + 56y + 26(1 − x − y) = 26 + 10x + 30y (*). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ìèíèìóì ýòîãî ÷èñëà äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå A (òàì íàèìåíüøèé è x, è y) è ðàâåí 26+30 · 1

5
= 32. Êðîìå

òîãî, ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì x ìû ìîæåì óâåëè÷èòü y äî òîãî ìîìåíòà, ïîêà òî÷êà íå ïîïàä¼ò íà
îòðåçîê CD. Íà îòðåçêå CD æå íàñ èíòåðåñóåò òî÷êà ñ íàèáîëüøèì y (ïîñêîëüêó ñîäåðæàíèå òèòàíà
ðàâíî 26 + 10(x+ y) + 20y = 36 + 20y), ò.å. òî÷êà C. Â íåé ñîäåðæàíèå òèòàíà ðàâíî 56 ïðîöåíòîâ.

Êîììåíòàðèé. Ïðè äðóãîì âûáîðå ïåðåìåííûõ (íàïðèìåð, x ïåðâîãî ñïëàâà, 1 − x − y âòîðîãî
è y òðåòüåãî) áóäóò ïîëó÷àòüñÿ äðóãèå ôóíêöèè è äðóãèå îáëàñòè. Ïðè ýòîì ðåøåíèå ìîæåò ñòàòü
êàê ÷óòü ïðîùå, òàê è íåìíîãî ñëîæíåå. Â ðåøåíèè âûøå ñïåöèàëüíî âûáðàí íàèáîëåå ¾áåçäóìíûé¿
ïóòü.

Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à èìååò îòíîøåíèå ê òåìå ¾ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå¿: íàõîæäåíèå ýêñòðå-
ìóìîâ íà ìíîæåñòâàõ, çàäàâàåìûõ ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ. Íåñëîæíî ïîêàçàòü,
÷òî äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè ìàêñèìóì è ìèíèìóì äîñòèãàþòñÿ â îäíîé èç âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà �
ìíîæåñòâà âñåõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ. Òîãäà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÷èñòî àëãîðèòìè-
÷åñêè: äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ìíîãîóãîëüíèê, íàéòè âñå åãî âåðøèíû è â êàæäîé ïîñ÷èòàòü çíà÷åíèå
òðåáóåìîé ôóíêöèè (òàê óñòðîåíî âòîðîå ðåøåíèå âûøå).
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò òàêàÿ çàäà÷à íàãðóæåíà òåõíè÷åñêè è äëÿ îëèìïèàäû ñêîðåå íåóäà÷-

íà. Â ïðåäëîæåííûõ âàðèàíòàõ ÷èñëà ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû ýêñòðåìóì ìîæíî áûëî íàéòè íåñëîæ-
íûìè ðàññóæäåíèÿìè (òàê óñòðîåíèå ïåðâîå ðåøåíèå âûøå), à íå ïðîñòî òåõíè÷åñêè.
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Çàäà÷à 4. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 11, BC = 2 è áîêîâûìè ñòîðîíàìè AB = 5,
CD =

√
34. Òî÷êà P íà ïðÿìîé BC òàêîâà, ÷òî ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà APD íàèìåíüøèé èç âîç-

ìîæíûõ. Íàéäèòå ýòîò ïåðèìåòð.

Îòâåò: 11 +
√
157.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì, êîòîðîå íàèáîëåå èçâåñòíî êàê ¾ïðèíöèï íàè-
ìåíüøåãî âðåìåíè Ôåðìà¿ â ôèçèêå:

Äëÿ äàííûõ òî÷åê A, B è äàííîé ïðÿìîé ` èç âñåõ òî÷åê L ∈ ` ñóììà AL + BL áóäåò
ìèíèìàëüíîé, êîãäà óãëû ìåæäó ïðÿìûìè AL è ` è BL è ` áóäóò ðàâíû.

Òîãäà äëÿ èñêîìîé òî÷êè P íà ïðÿìîé BC äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî ∠XPA = ∠Y PD (òî÷êè
X è Y � ãäå-òî ¾äàëåêî¿ íà ïðÿìîé BC). Ïîñêîëüêó BC ‖ AD, òî

∠PAD = ∠XPA = ∠Y PD = ∠PDA,

ò.å. òðåóãîëüíèê PAD � ðàâíîáåäðåííûé. Çíà÷èò, íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ïåðèìåòð ðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà PAD, ãäå P � òî÷êà íà ïðÿìîé BC.
Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ýòîò ïåðèìåòð ðàâåí

11 + 2 ·
√(

11

2

)2

+ h2 = 11 +
√
121 + 4h2,

ãäå h � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè AD è BC, ò.å. âûñîòà òðàïåöèè.
Íàéòè âûñîòó òðàïåöèè ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êó B, ïðÿìóþ,

ïàðàëëåëüíóþ CD, äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñíîâàíèåì AD â òî÷êå K. Òîãäà èñêîìàÿ âûñîòà � ýòî âûñîòà
èç âåðøèíû B â òðåóãîëüíèêå ABK. Ïîñêîëüêó BCDK � ïàðàëëåëîãðàìì, òî BK = CD =

√
34,

AK = AD −DK = AD −BC = 11− 2 = 9.
Èòîãî, íàì äîñòàòî÷íî íàéòè äëèíó âûñîòû íà ñòîðîíó äëèíû 9 â òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè 5,

9,
√
34. Ïî ôîðìóëå ïëîùàäè è ôîðìóëå Ãåðîíà èìååì

4h2 · 92 = 16S2 = (5 + 9 +
√
34)(5 + 9−

√
34)(5− 9 +

√
34)(−5 + 9 +

√
34)

îòêóäà

4h2 =
(14 +

√
34)(14−

√
34)(−4 +

√
34)(4 +

√
34)

92
=

(142 − (
√
4)2)((

√
34)2 − 42)

92
= 36,

è îêîí÷àòåëüíûé îòâåò 11 +
√
121 + 4h2 = 11 +

√
157.

Äðóãîå ðåøåíèå. Òàêæå, êàê è â ïåðâîì ðåøåíèè, íàéä¼ì âûñîòó òðàïåöèè. Ïîêàæåì çäåñü, êàê
ìîæíî ýòî áûëî ñäåëàòü ïî-äðóãîìó. Îïóñòèì âûñîòû BE è CF òðàïåöèè. Îáîçíà÷èì èõ äëèíû ÷åðåç
h, äëèíó îòðåçêà AE îáîçíà÷èì ÷åðåç `. Ïîñêîëüêó EF = BC = 2, äëÿ FD ïîëó÷èì FD = 9 − `.
Èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ABE è CDF ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ïîëó÷èì AB2 = BE2 +AE2 è
CD2 = CF 2 +DF 2.
Ïîäñòàâèâ â ýòè ðàâåíñòâà èçâåñòíûå äëèíû, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé{

52 = h2 + `2

34 = h2 + (9− `)2.

Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷èì
(
` + (9 − `)

)(
` − (9 − `)

)
= −9, îòêóäà ` = 4. Òîãäà

h = 3, FD = 5.
Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê APD. Îáîçíà÷èì BP = x, òîãäà PC = 2 − x (çäåñü è äàëåå âñå ðàñ-

ñòîÿíèÿ ñî çíàêîì, ò.å. ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíûå). Îïóñòèì âûñîòó PQ. Òîãäà òðåóãîëüíèê APQ
ïðÿìîóãîëüíûé è ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà

AP =
√
AQ2 +QP 2 =

√
(4 + x)2 + 32.
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Àíàëîãè÷íî, èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà DPQ

DP =
√

(7− x)2 + 32.

Òîãäà ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà APD ðàâåí

P (x) = 11 +
√

(4 + x)2 + 32 +
√
(7− x)2 + 32.

Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ ýòîé ôóíêöèè:

P ′(x) =
4 + x√

(4 + x)2 + 32
− 7− x√

(7− x)2 + 32
.

Èç óðàâíåíèÿ P ′(x) = 0 ïîëó÷àåì

(4 + x)2
(
(7− x)2 + 32

)
= (7− x)2

(
(4 + x)2 + 32

)
,

îòêóäà (7 − x)2 = (4 + x)2, x = 3
2
. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî x = 3

2
èìåííî òî÷êà ìèíèìóìà, îòêóäà

ìèíèìàëüíûé ïåðèìåòð ðàâåí P
(
3
2

)
= 11 +

√
157.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
x341 + x342 + . . .+ x3432 = 7434

x551 + x552 + . . .+ x5532 = 7455.

Îòâåò: îäèí èç xi ðàâåí 74, âñå îñòàëüíûå ðàâíû 0.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî (x1
74

)34
+
(x2
74

)34
+ . . .+

(x32
74

)34
= 1.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî 1 6 k 6 32 èìååì
∣∣xk

74

∣∣ 6 1, îòêóäà
∣∣xk

74

∣∣55 6 ∣∣xk

74

∣∣34. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì
1 =

∣∣∣∣(x174)55 + (x274)55 + . . .+
(x32
74

)55∣∣∣∣ 6 ∣∣∣x174∣∣∣55 + ∣∣∣x274 ∣∣∣55 + . . .+
∣∣∣x32
74

∣∣∣55 6
6
∣∣∣x1
74

∣∣∣34 + ∣∣∣x2
74

∣∣∣34 + . . .+
∣∣∣x32
74

∣∣∣34 = (x1
74

)34
+
(x2
74

)34
+ . . .+

(x32
74

)34
= 1.

Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî k âûïîëíåíî
∣∣xk

74

∣∣55 =
∣∣xk

74

∣∣34, îòêóäà xk ∈ {−74, 0, 74}. Îòñþäà íåñëîæíî ïîëó-
÷àåì, ÷òî òîãäà îäèí èç xk ðàâåí 74, à âñå îñòàëüíûå ðàâíû 0.

Çàäà÷à 6. Óêàæèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, |a| < 1, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

| sin t− a| − cos t

| sin t− 1
4
| > 0

äëÿ t ∈ (−π/2; π/2) ïðåäñòàâèìî â âèäå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ.
Îòâåò: [1−

√
15

4
, 1).

Ðåøåíèå. Ïóñòü x = cos t, y = sin t. Òîãäà, ñ ó÷¼òîì äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé t, ýòî íåðàâåíñòâî
ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå 

x2 + y2 = 1,

x > 0,

y 6= 1
4
,

x < |y − a|.
Ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû � òî÷êè íà ïîëóîêðóæíîñòè x2 + y2 = 1, x > 0, ëåæàùèå ëåâåå êðèâîé
x = |y − a|.
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y

x

a

1
4

−1

1

Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà a êðèâàÿ x = |y−a| ïåðåìåùàåòñÿ ïàðàëëåëüíî îñè y. Ïðè çíà÷åíèÿõ a,
áëèçêèõ ê −1, â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ðåøåíèé èìååì 3 íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëà. Ïðè çíà÷åíèÿõ
a, áëèçêèõ ê 1, ïîëó÷àåòñÿ 2 èíòåðâàëà.
Êðàéíåå ïîëîæåíèå ãðàôèêà, ïðè êîòîðîì ïîëó÷àåòñÿ äâà èíòåðâàëà, èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå:

y

x

a

1
4

−1

1

M

Êîîðäèíàòû òî÷êèM ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè è ïðÿìîé x = y−a ðàâíû yM = 1
4
, xM =

√
1− (1/4)2 =

=
√
15
4
. Òàê êàê 1

4
− a = xM , òî a = 1−

√
15

4
.

Òàêèì îáðàçîì, îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî [1−
√
15

4
, 1).

Çàäà÷à 7. Äàíî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî p, îòëè÷íîå îò 0, 1, −1, −1
2
è −2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

(x2 + x+ 1)3

x2(x+ 1)2
=

(p2 + p+ 1)3

p2(p+ 1)2
.

Îòâåò ìîæåò çàâèñåòü îò p.

Îòâåò: p, 1
p
, −1− p, − 1

1+p
, − p

1+p
, −p+1

p
.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì äâà óòâåðæäåíèÿ:

• åñëè x0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, òî è −1− x0 òàêæå ðåøåíèå; äåéñòâèòåëüíî,

((−1− x0)2 + (−1− x0) + 1)3

(−1− x0)2((−1− x0) + 1)2
=

(x20 + x0 + 1)3

x20(x0 + 1)2
,

ïîýòîìó åñëè âòîðîå ðàâíÿåòñÿ (p2+p+1)3

p2(p+1)2
, òî è ïåðâîå � òîæå.

• åñëè x0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, òî è 1
x0

òàêæå ðåøåíèå; äåéñòâèòåëüíî,

((1/x0)
2 + (1/x0) + 1)3

(1/x0)2((1/x0) + 1)2
=

(x20 + x0 + 1)3

x20(x0 + 1)2
,

ïîýòîìó åñëè âòîðîå ðàâíÿåòñÿ (p2+p+1)3

p2(p+1)2
, òî è ïåðâîå � òîæå.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî p � òî÷íî êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà, êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ÷èñëà
1/p, −1− p, à òîãäà è − 1

1+p
, −1 + 1

1+p
= − p

1+p
, −1− 1

p
= −p+1

p
.
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà p ïîëó÷èâøèåñÿ 6 ÷èñåë � ðàçëè÷íû. Êðîìå
òîãî, èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðè x 6= 0, x 6= 1 ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ 6-é ñòåïåíè, êîòîðîå íå ìîæåò
èìåòü áîëüøå 6 êîðíåé. Çíà÷èò, íàéäåííûå ÷èñëà è åñòü âñå êîðíè.

Êîììåíòàðèé. Ïî ñóòè ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè x 6= 0, x 6= 1 èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî
óðàâíåíèþ

(x− p) (x− (−1− p))
(
x− 1

p

)(
x+

1

1 + p

)(
x+

p

1 + p

)(
x+

p+ 1

p

)
= 0,

ïîýòîìó óêàçàííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ âñåìè êîðíÿìè è ïðè îòñòóòñòâèè îãðàíè÷åíèé íà p.

Êîììåíòàðèé. Àíàëîãè÷íîå ìíîæåñòâî âñòðå÷àëîñü â ÎÌÌÎ�2022, â çàäà÷å 10.

Çàäà÷à 8. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè A0, B0, C0 � ñåðåäèíû ñòîðîí BC, CA, AB, à A1, B1, C1 � òî÷-
êè êàñàíèÿ ýòèõ ñòîðîí ñî âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå A1C1, B1C1 ïåðåñåêàþò
A0B0 â òî÷êàõ X è Y . Äîêàæèòå, ÷òî ∠CXC1 = ∠CY C1.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî òî÷êè X, Y ëåæàò íà áèññåêòðèñàõ óãëîâ A, B ñîîòâåòñòâåííî.
Òàê êàê AB1 = AC1 è B0Y ‖ AC1, òî B0Y = B0B1 = |AB−BC|

2
, ñëåäîâàòåëüíî, A0Y = A0B è

∠Y BA0 = ∠BY A0 = ∠Y BA. Àíàëîãè÷íî ∠XAC = ∠XAB.
Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå C îòíîñèòåëüíî X è Y , ëåæàò íà AB, òî ∠CY B =

∠CXA = 90◦, ò.å. CXC1Y � ïàðàëëåëîãðàìì. Çíà÷èò, ∠CXC1 = ∠CY C1.

Êîììåíòàðèé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî X è Y ëåæàò íà áèññåêòðèñàõ óãëîâ A è B ñîîòâåòñòâåííî
ìîæíî ñðàçó ñîñëàòüñÿ íà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Â òðåóãîëüíèêå ABC ñëåäóþùèå ÷åòûðå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå:

• áèññåêòðèñà óãëà A,

• ïåðïåíäèêóëÿð èç âåðøèíû B íà ýòó áèññåêòðèñó,

• ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñî
ñòîðîíàìè AC è BC,

• ñðåäíÿÿ ëèíèÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå AC.

×àùå âñåãî åãî óïîìèíàþò ïîä íàçâàíèåì ¾çàäà÷à 255¿. Ýòî è âïðàäó ïî÷òè çàäà÷à íîìåð 255
èç êíèãè È.Ô. Øàðûãèíà ¾Ãåîìåòðèÿ: 9�11 êë.: Îò ó÷åáíîé çàäà÷è ê òâîð÷åñêîé¿. Íå ñòîèò ó÷èòü
íàèçóñòü íîìåðà çàäà÷ èç ýòîãî çàäà÷íèêà. Ïîïóëÿðíîñòü èìåííî ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïîíÿòü èç
ïðåäèñëîâèÿ àâòîðà (à çàîäíî è óáåäèòüñÿ â åãî ïðàâîòå):

P.S. À âñå æå, îòêóäà áåðóòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è? Îáùèé è ïîëíûé îòâåò çäåñü âðÿä
ëè âîçìîæåí. À â ÷àñòíîñòè. . . Â ÷àñòíîñòè, î÷åíü ìíîãî íîâûõ çàäà÷ ñîäåðæèòñÿ â ýòîé
êíèãå. Íàäî òîëüêî ñóìåòü èõ èçâëå÷ü. Íàâåðíîå, êàæäàÿ ñîäåðæàòåëüíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ
çàäà÷à ìîæåò áûòü èñòî÷íèêîì öåëîãî ðÿäà íîâûõ. Äëÿ ýòîãî íàäî ñ íåé ¾ïîâîçèòüñÿ¿,
ïîñìîòðåòü ñ ðàçíûõ ñòîðîí, ïîïðîáîâàòü ïåðåôðàçèðîâàòü, îáîáùèòü. Â ðåçóëüòàòå óäè-
âèòåëüíûì îáðàçîì ìîæåò âîçíèêíóòü ñîâåðøåííî íå ïîõîæàÿ íà ¾ðîäèòåëÿ¿ çàäà÷à.
Íàïðèìåð, âîçüì¼ì òó æå çàäà÷ó � 255. . .

Çàäà÷à 9. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R → R, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî a,
÷òî ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ x, y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

2f(xy − 2) = f(x)f(y)− f(x)− 2y + a.

Îòâåò: f(x) = 2x+ 1.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

f(x)f(y)− f(x)− 2y + a = 2f(xy − 2) = 2f(yx− 2) = f(y)f(x)− f(y)− 2x+ a.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ x, y ∈ R âûïîëíåíî f(x)− 2x = f(y)− 2y. Çíà÷èò, ðàçíîñòü f(x)− 2x
ïîñòîÿííà è f(x) = 2x+C,C ∈ R. Ïîäñòàâëÿÿ â èñõîäíîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ x, y ∈ R
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:

2(2xy − 4 + C) = 4xy + 2Cx+ 2Cy + C2 − 2x− C − 2y + a.

Îíî òîæäåñòâåííî âûïîëíåíî ëèøü ïðè C = 1; ïðè ýòîì a = −6.
Çàäà÷à 10. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû 35 òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Íåêîòîðûå îòìå÷åííûå òî÷êè ñîåäèíåíû îòðåçêàìè. Èçâåñòíî, ÷òî èç êàêîé-òî îòìå÷åííîé òî÷êè
âûõîäèò ðîâíî 1 îòðåçîê â äðóãóþ îòìå÷åííóþ òî÷êó, èç êàêîé-òî � ðîâíî 2, . . . , èç êàêîé-òî �
ðîâíî 24. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå òðè îòìå÷åííûå òî÷êè, ÷òî ëþáûå äâå èç íèõ ñîåäèíåíû
îòðåçêîì.

Ðåøåíèå. Ïîñìîòðèì íà òî÷êó A, èç êîòîðîé âûõîäèò 24 îòðåçêà. Èç íèõ ìàêñèìóì 11 � òî÷êè, ïðî
êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ èç êîòîðûõ â óñëîâèè íè÷åãî íå ñêàçàíî. Îñòàëîñü êàê ìèíèìóì 13 òî÷åê, ïðî
êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ èç êîòîðûõ ñêàçàíî â óñëîâèè. Ñðåäè íèõ òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà B, èç êîòîðîé
âûõîäèò õîòÿ áû 13 îòðåçêîâ.
Ó A, êðîìå B, åñòü åù¼ 23 ñìåæíûå òî÷êè, à ó B, êðîìå A � åù¼ 12. Ïîñêîëüêó 23+12 = 35 > 33,

òî ó A è B åñòü õîòÿ áû îäíà îáùàÿ ñìåæíàÿ òî÷êà C. Òðîéêà A, B, C è åñòü èñêîìàÿ òðîéêà òî÷åê.
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Âàðèàíò III

Çàäà÷à 1. Òî÷êà L1 � ñåðåäèíà îòðåçêà KM ; òî÷êà L2 � ñåðåäèíà îòðåçêà L1M ; äëÿ êàæäîãî n > 3
òî÷êà Ln � ñåðåäèíà îòðåçêà Ln−2Ln−1. Ïóñòü L � ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå òî÷êè Ln ïðè n → ∞.
Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà KL, åñëè äëèíà îòðåçêà KM ðàâíà 12.

Îòâåò: 8.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì K = L−1, M = L0, òîãäà Ln � ñåðåäèíà îòðåçêà Ln−2Ln−1 äëÿ êàæäîãî n > 1.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà îòðåçêå òî÷êè áóäóò ðàñïîëîæåíû â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:

K = L−1, L1, L3, . . . , L, . . . , L4, L2, L0 =M.

Ïîýòîìó
KL = L−1L1 + L1L3 + L3L5 + . . . .

Äàëåå, äëèíà îòðåçêà Ln+1Ln â äâà ðàçà ìåíüøå äëèíû îòðåçêà LnLn−1, îòêóäà äëèíà îòðåçêà
Ln+2Ln+1 â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå äëèíû îòðåçêà LnLn−1. Çíà÷èò,

KL = L−1L1

(
1 +

1

4
+

1

42
+ . . .

)
=
KM

2
· 1

1− 1
4

=
12

2
· 4
3
= 8.

Çàäà÷à 2. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ìîæíî ïîêðàñèòü êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî â îäèí èç n öâåòîâ
òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà ÷èñëà, îòëè÷àþùèåñÿ íà 8, íà 11, íà 16, íà 19 è íà 27, áûëè ïîêðàøåíû â
ðàçíûå öâåòà?

Îòâåò: 5.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì äëÿ íà÷àëà, ÷òî ÷åòûðüìÿ è ìåíüøå öâåòàìè îáîéòèñü íå óäàñòñÿ. Ïîñìîòðèì
íà ÷èñëà n, n+ 8, n+ 16, n+ 27. Ðàçíîñòè ìåæäó íèìè ðàâíû

(n+ 8)− n = 8, (n+ 16)− n = 16, (n+ 27)− n = 27,

(n+ 16)− (n+ 8) = 8, (n+ 27)− (n+ 8) = 19, (n+ 27)− (n+ 16) = 11,

ò.å. ëþáûå äâà èç ýòèõ ÷èñåë ïîêðàøåíû â ðàçëè÷íûå öâåòà. Çíà÷èò, öâåòîâ õîòÿ áû ÷åòûðå. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî öâåòîâ ðîâíî ÷åòûðå. Òîãäà ÷èñëà n, n+8, n+16, n+27 ïîêðàøåíû âî âñå âîçìîæíûå
öâåòà. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî âî âñå âîçìîæíûå öâåòà ïîêðàøåíû ÷èñëà n, n+ 8, n+ 19,
n+ 27. Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëà n+ 16 è n+ 19 äîëæíû áûòü ïîêðàøåíû â îäèí
è òîò æå öâåò.
Ïðèìåíèì ïîëó÷åííîå óòâåðæäåíèå äëÿ n = 1, 4, 7, . . . , 25. Òîãäà ÷èñëà 17, 20, 23, . . . , 44 ïîêðàøå-

íû â îäèí è òîò æå öâåò. Ïðîòèâîðå÷èå, âåäü 44− 17 = 27 è ÷èñëà 17 è 44 äîëæíû áûòü ïîêðàøåíû
â ðàçíûå öâåòà.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïÿòü öâåòîâ äîñòàòî÷íî. Äëÿ ýòîãî ðàçîáü¼ì âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà íà ãðóï-

ïû ïî 8 ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë, à ãðóïïû ïîêðàñèì òàê: ïåðâóþ � â ïåðâûé, âòîðóþ � âî âòîðîé, . . . ,
ïÿòóþ � â ïÿòûé, øåñòóþ � â ïåðâûé, ñåäüìóþ � âî âòîðîé, . . . . Ïðè òàêîé ðàñêðàñêå ÷èñëà îäíîãî
öâåòà áóäóò èëè îòëè÷àòüñÿ íå áîëåå ÷åì íà 7, åñëè ëåæàò â îäíîé âîñüì¼ðêå, èëè õîòÿ áû íà 33 �
åñëè â ðàçíûõ. Çíà÷èò, ÷èñëà, îòëè÷àþùèåñÿ íà 8, 11, 16, 19 è 27, áóäóò ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

Çàäà÷à 3. Íà çàâîäå èìåþòñÿ â äîñòàòî÷íîì êîëè÷åñòâå
òðè ñïëàâà òèòàíà, àëþìèíèÿ è ìîëèáäåíà. Âñå ñïëàâû ñ
ïðèìåñÿìè. Ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå êîìïîíåíòîâ â ýòèõ
ñïëàâàõ ïðèâåäåíî â òàáëèöå.

1 2 3
Àëþìèíèé 48% 8% 7%
Òèòàí 32% 2% 22%

Ìîëèáäåí 12% 12% 15%

Èç ýòèõ ñïëàâîâ íåîáõîäèìî ïðèãîòîâèòü íîâûé ñïëàâ, â êîòîðîì àëþìèíèÿ äîëæíî áûòü íå ìåíüøå
39%, à ìîëèáäåíà � íå áîëüøå 13%. Êàêîå íàèáîëüøåå è êàêîå íàèìåíüøåå ñîäåðæàíèå òèòàíà (â
ïðîöåíòàõ) ìîæåò áûòü â ýòîì ñïëàâå?

Îòâåò: 25,25 è 32.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî êàê áû íè èçãîòàâëèâàëè íîâûé ñïëàâ, ñîäåðæàíèå òèòàíà â í¼ì áóäåò íå
áîëüøå ìàêñèìàëüíîãî èç ñîäåðæàíèé òèòàíà â èìåþùèõñÿ ñïëàâàõ. Ïîýòîìó ñîäåðæàíèå òèòàíà â
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ëþáîì èçãîòîâëåííîì ñïëàâå áóäåò íå áîëüøå 32%. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïëàâ 1 ïîäõîäèò ïîä óñëîâèÿ
íà ñîäåðæàíèå àëþìèíèÿ è ìîëèáäåíà. Çíà÷èò, íàèáîëüøåå ñîäåðæàíèå òèòàíà � 32%.
Òåïåðü íàéä¼ì íàèìåíüøåå ñîäåðæàíèå òèòàíà â òàêîì ñïëàâå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðè èçãîòîâëå-

íèè íîâîãî ñïëàâà ìû èñïîëüçîâàëè ñïëàâ 3, òî ìîæíî åãî çàìåíèòü íà ñïëàâ 2: îò ýòîãî ñîäåðæàíèå
ìîëèáäåíà è òèòàíà óìåíüøèòñÿ, à àëþìèíèÿ � óâåëè÷èòñÿ. Ïîýòîìó â ñïëàâå ñ íàèìåíüøèì ñîäåð-
æàíèåì òèòàíà íå ó÷àñòâóåò ñïëàâ 3.
Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî òîãäà â òàêîì ñïëàâå áóäåò 12% ìîëèáäåíà, ò.å. îí ïîäõîäèò ïîä óñëîâèå íà

ìîëèáäåí. Â ñïëàâå 2 òèòàíà ìåíüøå, ÷åì â ñïëàâå 1, íî ñïëàâ 2 íå ïîäõîäèò ïîä óñëîâèå íà àëþìèíèé.
Ïîíÿòíî, ÷òî ÷åì ìåíüøå ìû âîçüì¼ì ñïëàâà 1, òåì ìåíüøå áóäåò òèòàíà â èçãîòîâëåííîì ñïëàâå.
Âîçüì¼ì ðîâíî ñòîëüêî, ÷òîáû âûïîëíèëîñü óñëîâèå íà àëþìèíèé: 48x + 8y = 39(x + y) (x è y �
ìàññà ñïëàâà 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî), îòêóäà 9x = 31y, ò.å. ìîæíî âçÿòü 31 ÷àñòü ñïëàâà 1 è 9 ÷àñòåé
ñïëàâà 2. Òîãäà ñîäåðæàíèå òèòàíà â ïðîöåíòàõ áóäåò

32 · 31 + 2 · 9
31 + 9

= 25,25.

Äðóãîå ðåøåíèå. Ïóñòü âçÿòî x, y è 1− x− y ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ñïëàâà ñîîòâåòñòâåííî,
ïðè÷¼ì x > 0, y > 0, 1− x− y > 0. Òîãäà óñëîâèÿ çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü òàê:

48x+ 8y + 7(1− x− y) = 41x+ y + 7 > 39,

12x+ 12y + 15(1− x− y) = −3x− 3y + 15 6 13

Èçîáðàçèì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè îáëàñòü (ñì. ðèñóíîê), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñèñòåìå íåðàâåíñòâ


41x+ y − 32 > 0,
−3x− 3y + 2 6 0
x > 0, y > 0, x+ y − 1 6 0.

Ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå òèòàíà 32x + 2y + 22(1 − x − y) = 22 + 10x − 20y (*). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
ìàêñèìóì ýòîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå C è ðàâåí 32. Äëÿ êàæäîé òî÷êè âíóòðè òðåóãîëü-
íèêà ìû ìîæåì óâåëè÷èâàòü y, ïîêà òî÷êà íå ïîïàä¼ò íà îòðåçîê BC (è òîãäà ïðîöåíò òèòàíà áóäåò
óìåíüøàòñÿ). Íà îòðåçêå BC ìû çíàåì, ÷òî C � ìàêñèìóì, à çíà÷èò B � ìèíèìóì. Êîîðäèíàòû
òî÷êè B ðàâíû x = 31

40
, y = 9

40
. Ïîäñòàâëÿåì: 22 + 10 · 31

40
− 20 · 9

40
= 25,25.

Êîììåíòàðèé. Ïðè äðóãîì âûáîðå ïåðåìåííûõ (íàïðèìåð, x ïåðâîãî ñïëàâà, 1 − x − y âòîðîãî
è y òðåòüåãî) áóäóò ïîëó÷àòüñÿ äðóãèå ôóíêöèè è äðóãèå îáëàñòè. Ïðè ýòîì ðåøåíèå ìîæåò ñòàòü
êàê ÷óòü ïðîùå, òàê è íåìíîãî ñëîæíåå. Â ðåøåíèè âûøå ñïåöèàëüíî âûáðàí íàèáîëåå ¾áåçäóìíûé¿
ïóòü.

Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à èìååò îòíîøåíèå ê òåìå ¾ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå¿: íàõîæäåíèå ýêñòðå-
ìóìîâ íà ìíîæåñòâàõ, çàäàâàåìûõ ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ. Íåñëîæíî ïîêàçàòü,
÷òî äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè ìàêñèìóì è ìèíèìóì äîñòèãàþòñÿ â îäíîé èç âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà �
ìíîæåñòâà âñåõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ. Òîãäà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÷èñòî àëãîðèòìè-
÷åñêè: äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ìíîãîóãîëüíèê, íàéòè âñå åãî âåðøèíû è â êàæäîé ïîñ÷èòàòü çíà÷åíèå
òðåáóåìîé ôóíêöèè (òàê óñòðîåíî âòîðîå ðåøåíèå âûøå).
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò òàêàÿ çàäà÷à íàãðóæåíà òåõíè÷åñêè è äëÿ îëèìïèàäû ñêîðåå íåóäà÷-

íà. Â ïðåäëîæåííûõ âàðèàíòàõ ÷èñëà ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû ýêñòðåìóì ìîæíî áûëî íàéòè íåñëîæ-
íûìè ðàññóæäåíèÿìè (òàê óñòðîåíèå ïåðâîå ðåøåíèå âûøå), à íå ïðîñòî òåõíè÷åñêè.

Çàäà÷à 4. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 7, BC = 2 è áîêîâûìè ñòîðîíàìè AB = 5,
CD = 2

√
5. Òî÷êà P íà ïðÿìîé BC òàêîâà, ÷òî ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà APD íàèìåíüøèé èç âîç-

ìîæíûõ. Íàéäèòå ýòîò ïåðèìåòð.
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Îòâåò: 7 +
√
113.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì, êîòîðîå íàèáîëåå èçâåñòíî êàê ¾ïðèíöèï íàè-
ìåíüøåãî âðåìåíè Ôåðìà¿ â ôèçèêå:

Äëÿ äàííûõ òî÷åê A, B è äàííîé ïðÿìîé ` èç âñåõ òî÷åê L ∈ ` ñóììà AL + BL áóäåò
ìèíèìàëüíîé, êîãäà óãëû ìåæäó ïðÿìûìè AL è ` è BL è ` áóäóò ðàâíû.

Òîãäà äëÿ èñêîìîé òî÷êè P íà ïðÿìîé BC äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî ∠XPA = ∠Y PD (òî÷êè
X è Y � ãäå-òî ¾äàëåêî¿ íà ïðÿìîé BC). Ïîñêîëüêó BC ‖ AD, òî

∠PAD = ∠XPA = ∠Y PD = ∠PDA,

ò.å. òðåóãîëüíèê PAD � ðàâíîáåäðåííûé. Çíà÷èò, íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ïåðèìåòð ðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà PAD, ãäå P � òî÷êà íà ïðÿìîé BC.
Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ýòîò ïåðèìåòð ðàâåí

7 + 2 ·
√(

7

2

)2

+ h2 = 7 +
√
49 + 4h2,

ãäå h � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè AD è BC, ò.å. âûñîòà òðàïåöèè.
Íàéòè âûñîòó òðàïåöèè ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êó B, ïðÿìóþ,

ïàðàëëåëüíóþ CD, äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñíîâàíèåì AD â òî÷êå K. Òîãäà èñêîìàÿ âûñîòà � ýòî âûñîòà
èç âåðøèíû B â òðåóãîëüíèêå ABK. Ïîñêîëüêó BCDK � ïàðàëëåëîãðàìì, òî BK = CD = 2

√
5,

AK = AD −DK = AD −BC = 7− 2 = 5.
Èòîãî, íàì äîñòàòî÷íî íàéòè äëèíó âûñîòû íà ñòîðîíó äëèíû 5 â òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè 5,

5, 2
√
5. Ïî ôîðìóëå ïëîùàäè è ôîðìóëå Ãåðîíà èìååì

4h2 · 52 = 16S2 = (5 + 5 + 2
√
5)(5 + 5− 2

√
5)(5− 5 + 2

√
5)(−5 + 5 +

√
5)

îòêóäà

4h2 =
(10 + 2

√
5)(10− 2

√
5)(2
√
5
2
)

52
=

(1002 − (2
√
5)2)(2

√
5)2

52
= 64,

è îêîí÷àòåëüíûé îòâåò 7 +
√
49 + 4h2 = 7 +

√
113.

Äðóãîå ðåøåíèå. Òàêæå, êàê è â ïåðâîì ðåøåíèè, íàéä¼ì âûñîòó òðàïåöèè. Ïîêàæåì çäåñü, êàê
ìîæíî ýòî áûëî ñäåëàòü ïî-äðóãîìó. Îïóñòèì âûñîòû BE è CF òðàïåöèè. Îáîçíà÷èì èõ äëèíû ÷åðåç
h, äëèíó îòðåçêà AE îáîçíà÷èì ÷åðåç `. Ïîñêîëüêó EF = BC = 2, äëÿ FD ïîëó÷èì FD = 5 − `.
Èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ABE è CDF ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ïîëó÷èì AB2 = BE2 +AE2 è
CD2 = CF 2 +DF 2.
Ïîäñòàâèâ â ýòè ðàâåíñòâà èçâåñòíûå äëèíû, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé{

52 = h2 + `2

20 = h2 + (5− `)2.

Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷èì
(
` + (5 − `)

)(
` − (5 − `)

)
= 5, îòêóäà ` = 3. Òîãäà

h = 4, FD = 2.
Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê APD. Îáîçíà÷èì BP = x, òîãäà PC = 2 − x (çäåñü è äàëåå âñå ðàñ-

ñòîÿíèÿ ñî çíàêîì, ò.å. ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíûå). Îïóñòèì âûñîòó PQ. Òîãäà òðåóãîëüíèê APQ
ïðÿìîóãîëüíûé è ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà

AP =
√
AQ2 +QP 2 =

√
(3 + x)2 + 42.

Àíàëîãè÷íî, èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà DPQ

DP =
√
(4− x)2 + 42.
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Òîãäà ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà APD ðàâåí

P (x) = 7 +
√
(3 + x)2 + 42 +

√
(4− x)2 + 42.

Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ ýòîé ôóíêöèè:

P ′(x) =
3 + x√

(3 + x)2 + 42
− 4− x√

(4− x)2 + 42
.

Èç óðàâíåíèÿ P ′(x) = 0 ïîëó÷àåì

(3 + x)2
(
(4− x)2 + 42

)
= (4− x)2

(
(3 + x)2 + 42

)
,

îòêóäà (4 − x)2 = (3 + x)2, x = 1
2
. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî x = 1

2
èìåííî òî÷êà ìèíèìóìà, îòêóäà

ìèíèìàëüíûé ïåðèìåòð ðàâåí P
(
1
2

)
= 7 +

√
113.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
x461 + x462 + . . .+ x4650 = 1346

x731 + x732 + . . .+ x7350 = 1373.

Îòâåò: îäèí èç xi ðàâåí 13, âñå îñòàëüíûå ðàâíû 0.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî (x1
13

)46
+
(x2
13

)46
+ . . .+

(x50
13

)46
= 1.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî 1 6 k 6 50 èìååì
∣∣xk

13

∣∣ 6 1, îòêóäà
∣∣xk

13

∣∣73 6 ∣∣xk

13

∣∣46. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì
1 =

∣∣∣∣(x113)73 + (x213)73 + . . .+
(x50
13

)73∣∣∣∣ 6 ∣∣∣x113∣∣∣73 + ∣∣∣x213 ∣∣∣73 + . . .+
∣∣∣x50
13

∣∣∣73 6
6
∣∣∣x1
13

∣∣∣46 + ∣∣∣x2
13

∣∣∣46 + . . .+
∣∣∣x50
13

∣∣∣46 = (x1
13

)46
+
(x2
13

)46
+ . . .+

(x50
13

)46
= 1.

Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî k âûïîëíåíî
∣∣xk

13

∣∣73 =
∣∣xk

13

∣∣46, îòêóäà xk ∈ {−13, 0, 13}. Îòñþäà íåñëîæíî ïîëó-
÷àåì, ÷òî òîãäà îäèí èç xk ðàâåí 13, à âñå îñòàëüíûå ðàâíû 0.

Çàäà÷à 6. Óêàæèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, |a| < 1, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

| cos t− a| − sin t

| cos t− 1
3
| > 0

äëÿ t ∈ (0; π) ïðåäñòàâèìî â âèäå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ.

Îòâåò: [1−2
√
2

3
, 1).

Ðåøåíèå. Ïóñòü x = cos t, y = sin t. Òîãäà, ñ ó÷¼òîì äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé t, íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëü-
íî ñèñòåìå 

x2 + y2 = 1,

y > 0,

x 6= 1
3
,

y < |x− a|.
Ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû � òî÷êè íà ïîëóîêðóæíîñòè x2 + y2 = 1, y > 0, ëåæàùèå íèæå ãðàôèêà
ôóíêöèè y = |x− a|.

y

xa 1
3

−1 1
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Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà a ãðàôèê ôóíêöèè y = |x − a| ïåðåìåùàåòñÿ ïàðàëëåëüíî îñè x. Ïðè
çíà÷åíèÿõ a, áëèçêèõ ê −1, â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ðåøåíèé èìååì 3 íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëà.
Ïðè çíà÷åíèÿõ a, áëèçêèõ ê 1, ïîëó÷àåòñÿ 2 èíòåðâàëà.
Êðàéíåå ïîëîæåíèå ãðàôèêà, ïðè êîòîðîì ïîëó÷àåòñÿ äâà èíòåðâàëà, èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå:

y

xa 1
3

−1 1

M

Êîîðäèíàòû òî÷êèM ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè è ïðÿìîé y = x−a ðàâíû xM = 1
3
, yM =

√
1− (1/3)2 =

= 2
√
2

3
. Òàê êàê 1

3
− a = yM , òî a = 1−2

√
2

3
.

Òàêèì îáðàçîì, îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî [1−2
√
2

3
, 1).

Çàäà÷à 7. Äàíî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî q, îòëè÷íîå îò 0, 1, −1, −1
2
è −2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

x2(x+ 1)2

(x2 + x+ 1)3
=

q2(q + 1)2

(q2 + q + 1)3
.

Îòâåò ìîæåò çàâèñåòü îò q.

Îòâåò: q, 1
q
, −1− q, − 1

1+q
, − q

1+q
, − q+1

q
.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì äâà óòâåðæäåíèÿ:

• åñëè x0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, òî è −1− x0 òàêæå ðåøåíèå; äåéñòâèòåëüíî,
(−1− x0)2((−1− x0) + 1)2

((−1− x0)2 + (−1− x0) + 1)3
=

x20(x0 + 1)2

(x20 + x0 + 1)3
,

ïîýòîìó åñëè âòîðîå ðàâíÿåòñÿ q2(q+1)2

(q2+q+1)3
, òî è ïåðâîå � òîæå.

• åñëè x0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, òî è 1
x0

òàêæå ðåøåíèå; äåéñòâèòåëüíî,

(1/x0)
2((1/x0) + 1)2

((1/x0)2 + (1/x0) + 1)3
=

x20(x0 + 1)2

(x20 + x0 + 1)3
,

ïîýòîìó åñëè âòîðîå ðàâíÿåòñÿ q2(q+1)2

(q2+q+1)3
, òî è ïåðâîå � òîæå.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî q � òî÷íî êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà, êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ÷èñëà
1/q, −1− q, à òîãäà è − 1

1+q
, −1 + 1

1+q
= − q

1+q
, −1− 1

q
= − q+1

q
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà q ïîëó÷èâøèåñÿ 6 ÷èñåë � ðàçëè÷íû. Êðîìå
òîãî, èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðè x 6= 0, x 6= 1 ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ 6-é ñòåïåíè, êîòîðîå íå ìîæåò
èìåòü áîëüøå 6 êîðíåé. Çíà÷èò, íàéäåííûå ÷èñëà è åñòü âñå êîðíè.

Êîììåíòàðèé. Ïî ñóòè ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè x 6= 0, x 6= 1 èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî
óðàâíåíèþ

(x− q) (x− (−1− q))
(
x− 1

q

)(
x+

1

1 + q

)(
x+

q

1 + q

)(
x+

q + 1

q

)
= 0,

ïîýòîìó óêàçàííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ âñåìè êîðíÿìè è ïðè îòñòóòñòâèè îãðàíè÷åíèé íà q.

Êîììåíòàðèé. Àíàëîãè÷íîå ìíîæåñòâî âñòðå÷àëîñü â ÎÌÌÎ�2022, â çàäà÷å 10.

Çàäà÷à 8. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè A0, B0, C0 � ñåðåäèíû ñòîðîí BC, CA, AB, à A1, B1, C1 � òî÷-
êè êàñàíèÿ ýòèõ ñòîðîí ñî âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå A1C1, B1C1 ïåðåñåêàþò
A0B0 â òî÷êàõ X è Y . Äîêàæèòå, ÷òî C1Y = XC.
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Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî òî÷êè X, Y ëåæàò íà áèññåêòðèñàõ óãëîâ A, B ñîîòâåòñòâåííî.
Òàê êàê AB1 = AC1 è B0Y ‖ AC1, òî B0Y = B0B1 = |AB−BC|

2
, ñëåäîâàòåëüíî, A0Y = A0B è

∠Y BA0 = ∠BY A0 = ∠Y BA. Àíàëîãè÷íî ∠XAC = ∠XAB.
Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå C îòíîñèòåëüíî X è Y , ëåæàò íà AB, òî ∠CY B =

∠CXA = 90◦, ò.å. CXC1Y � ïàðàëëåëîãðàìì. Çíà÷èò, C1Y = XC.

Êîììåíòàðèé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî X è Y ëåæàò íà áèññåêòðèñàõ óãëîâ A è B ñîîòâåòñòâåííî
ìîæíî ñðàçó ñîñëàòüñÿ íà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Â òðåóãîëüíèêå ABC ñëåäóþùèå ÷åòûðå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå:

• áèññåêòðèñà óãëà A,

• ïåðïåíäèêóëÿð èç âåðøèíû B íà ýòó áèññåêòðèñó,

• ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñî
ñòîðîíàìè AC è BC,

• ñðåäíÿÿ ëèíèÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå AC.

×àùå âñåãî åãî óïîìèíàþò ïîä íàçâàíèåì ¾çàäà÷à 255¿. Ýòî è âïðàäó ïî÷òè çàäà÷à íîìåð 255
èç êíèãè È.Ô. Øàðûãèíà ¾Ãåîìåòðèÿ: 9�11 êë.: Îò ó÷åáíîé çàäà÷è ê òâîð÷åñêîé¿. Íå ñòîèò ó÷èòü
íàèçóñòü íîìåðà çàäà÷ èç ýòîãî çàäà÷íèêà. Ïîïóëÿðíîñòü èìåííî ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïîíÿòü èç
ïðåäèñëîâèÿ àâòîðà (à çàîäíî è óáåäèòüñÿ â åãî ïðàâîòå):

P.S. À âñå æå, îòêóäà áåðóòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è? Îáùèé è ïîëíûé îòâåò çäåñü âðÿä
ëè âîçìîæåí. À â ÷àñòíîñòè. . . Â ÷àñòíîñòè, î÷åíü ìíîãî íîâûõ çàäà÷ ñîäåðæèòñÿ â ýòîé
êíèãå. Íàäî òîëüêî ñóìåòü èõ èçâëå÷ü. Íàâåðíîå, êàæäàÿ ñîäåðæàòåëüíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ
çàäà÷à ìîæåò áûòü èñòî÷íèêîì öåëîãî ðÿäà íîâûõ. Äëÿ ýòîãî íàäî ñ íåé ¾ïîâîçèòüñÿ¿,
ïîñìîòðåòü ñ ðàçíûõ ñòîðîí, ïîïðîáîâàòü ïåðåôðàçèðîâàòü, îáîáùèòü. Â ðåçóëüòàòå óäè-
âèòåëüíûì îáðàçîì ìîæåò âîçíèêíóòü ñîâåðøåííî íå ïîõîæàÿ íà ¾ðîäèòåëÿ¿ çàäà÷à.
Íàïðèìåð, âîçüì¼ì òó æå çàäà÷ó � 255. . .

Çàäà÷à 9. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R → R, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî a,
÷òî ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ x, y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

f(xy + 1) = f(x)f(y)− f(x)− y + a.

Îòâåò: f(x) = x+ 1.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

f(x)f(y)− f(x)− y + a = f(xy + 1) = f(yx+ 1) = f(y)f(x)− f(y)− x+ a.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ x, y ∈ R âûïîëíåíî f(x) − x = f(y) − y. Çíà÷èò, ðàçíîñòü f(x) − x
ïîñòîÿííà è f(x) = x+ C,C ∈ R. Ïîäñòàâëÿÿ â èñõîäíîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ x, y ∈ R
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:

xy + 1 + C = xy + Cx+ Cy + C2 − x− C − y + a.

Îíî òîæäåñòâåííî âûïîëíåíî ëèøü ïðè C = 1; ïðè ýòîì a = 2.

Çàäà÷à 10. Íà êîíôåðåíöèþ ïðèåõàëè 50 ó÷¼íûõ, íåêîòîðûå ïàðû èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñîàâòîðàìè,
ò.å. îïóáëèêîâàëè õîòÿ áû îäíó ñîâìåñòíóþ ñòàòüþ. Èçâåñòíî, ÷òî íà êîíôåðåíöèè åñòü ó÷¼íûé,
ó êîòîðîãî íà êîíôåðåíöèè ïðèñóòñòâóåò ðîâíî 1 ñîàâòîð, åñòü ó÷¼íûé, ó êîòîðîãî ðîâíî 2, . . . ,
åñòü ó÷¼íûé, ó êîòîðîãî ðîâíî 34. Äîêàæèòå, ÷òî íà êîíôåðåíöèè åñòü òðè ó÷¼íûõ, êàæäûå äâà èç
êîòîðûõ � ñîàâòîðû.

Ðåøåíèå. Ïîñìîòðèì íà ó÷¼íîãî A, ó êîòîðîãî íà êîíôåðåíöèè 34 ñîàâòîðà. Èç íèõ ìàêñèìóì 16 �
ó÷¼íûå, ïðî êîëè÷åñòâî ñîàâòîðîâ êîòîðûõ â óñëîâèè íè÷åãî íå ñêàçàíî. Îñòàëîñü êàê ìèíèìóì 18
ó÷¼íûõ, ïðî êîëè÷åñòâî ñîàâòîðîâ êîòîðûõ ñêàçàíî â óñëîâèè. Ñðåäè íèõ òîãäà íàéä¼òñÿ ó÷¼íûé B,
ó êîòîðîãî íà êîíôåðåíöèè õîòÿ áû 18 ñîàâòîðîâ.
Ó A, êðîìå B, åñòü åù¼ 33 ñîàâòîðà, à ó B, êðîìå A � åù¼ 17. Ïîñêîëüêó 33 + 17 = 50 > 48, òî ó

A è B åñòü õîòÿ áû îäèí îáùèé ñîàâòîð C. Òðîéêà A, B, C è åñòü èñêîìàÿ òðîéêà ó÷¼íûõ.

20



ÎÌÌÎ 05.02.2023 îòâåòû è êðàòêèå ðåøåíèÿ Âàðèàíò IV

Âàðèàíò IV

Çàäà÷à 1. Òî÷êà C1 � ñåðåäèíà îòðåçêà AB; òî÷êà C2 � ñåðåäèíà îòðåçêà AC1; äëÿ êàæäîãî n > 3
òî÷êà Cn � ñåðåäèíà îòðåçêà Cn−2Cn−1. Ïóñòü C � ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå òî÷êè Cn ïðè n → ∞.
Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà AC, åñëè äëèíà îòðåçêà AB ðàâíà 9.

Îòâåò: 3.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì B = C−1, A = C0, òîãäà Cn � ñåðåäèíà îòðåçêà Cn−2Cn−1 äëÿ êàæäîãî n > 1.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íà îòðåçêå òî÷êè áóäóò ðàñïîëîæåíû â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:

A = C0, C2, C4, . . . , C, . . . , C3, C1, C−1 = B.

Ïîýòîìó
AC = C0C2 + C2C4 + C4C6 + . . . .

Äàëåå, äëèíà îòðåçêà Cn+1Cn â äâà ðàçà ìåíüøå äëèíû îòðåçêà CnCn−1, îòêóäà äëèíà îòðåçêà
Cn+2Cn+1 â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå äëèíû îòðåçêà CnCn−1. Çíà÷èò,

AC = C0C2

(
1 +

1

4
+

1

42
+ . . .

)
=
AB

4
· 1

1− 1
4

=
9

4
· 4
3
= 3.

Çàäà÷à 2. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ìîæíî ïîêðàñèòü êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî â îäèí èç n öâåòîâ
òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà ÷èñëà, îòëè÷àþùèåñÿ íà 4, íà 7, íà 8, íà 11 è íà 15, áûëè ïîêðàøåíû â ðàçíûå
öâåòà?

Îòâåò: 5.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì äëÿ íà÷àëà, ÷òî ÷åòûðüìÿ è ìåíüøå öâåòàìè îáîéòèñü íå óäàñòñÿ. Ïîñìîòðèì
íà ÷èñëà n, n+ 4, n+ 8, n+ 15. Ðàçíîñòè ìåæäó íèìè ðàâíû

(n+ 4)− n = 4, (n+ 8)− n = 8, (n+ 15)− n = 15,

(n+ 8)− (n+ 4) = 4, (n+ 15)− (n+ 4) = 11, (n+ 15)− (n+ 8) = 7,

ò.å. ëþáûå äâà èç ýòèõ ÷èñåë ïîêðàøåíû â ðàçëè÷íûå öâåòà. Çíà÷èò, öâåòîâ õîòÿ áû ÷åòûðå. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî öâåòîâ ðîâíî ÷åòûðå. Òîãäà ÷èñëà n, n+4, n+8, n+15 ïîêðàøåíû âî âñå âîçìîæíûå
öâåòà. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî âî âñå âîçìîæíûå öâåòà ïîêðàøåíû ÷èñëà n, n+ 4, n+ 11,
n+15. Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëà n+8 è n+11 äîëæíû áûòü ïîêðàøåíû â îäèí è
òîò æå öâåò.
Ïðèìåíèì ïîëó÷åííîå óòâåðæäåíèå äëÿ n = 1, 4, 7, . . . , 13. Òîãäà ÷èñëà 9, 12, 15, . . . , 24 ïîêðàøåíû

â îäèí è òîò æå öâåò. Ïðîòèâîðå÷èå, âåäü 24 − 9 = 15 è ÷èñëà 9 è 24 äîëæíû áûòü ïîêðàøåíû â
ðàçíûå öâåòà.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïÿòü öâåòîâ äîñòàòî÷íî. Äëÿ ýòîãî ðàçîáü¼ì âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà íà ãðóï-

ïû ïî 4 ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñëà, à ãðóïïû ïîêðàñèì òàê: ïåðâóþ � â ïåðâûé, âòîðóþ � âî âòîðîé, . . . ,
ïÿòóþ � â ïÿòûé, øåñòóþ � â ïåðâûé, ñåäüìóþ � âî âòîðîé, . . . . Ïðè òàêîé ðàñêðàñêå ÷èñëà îäíîãî
öâåòà áóäóò èëè îòëè÷àòüñÿ íå áîëåå ÷åì íà 3, åñëè ëåæàò â îäíîé ÷åòâ¼ðêå, èëè õîòÿ áû íà 17 �
åñëè â ðàçíûõ. Çíà÷èò, ÷èñëà, îòëè÷àþùèåñÿ íà 4, 7, 8, 11 è 15, áóäóò ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

Çàäà÷à 3. Íà çàâîäå èìåþòñÿ â äîñòàòî÷íîì êîëè÷åñòâå
òðè ñïëàâà òèòàíà, àëþìèíèÿ è ìîëèáäåíà. Âñå ñïëàâû ñ
ïðèìåñÿìè. Ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå êîìïîíåíòîâ â ýòèõ
ñïëàâàõ ïðèâåäåíî â òàáëèöå.

1 2 3
Òèòàí 45% 15% 30%

Àëþìèíèé 28% 68% 18%
Ìîëèáäåí 15% 15% 5%

Èç ýòèõ ñïëàâîâ íåîáõîäèìî ïðèãîòîâèòü íîâûé ñïëàâ, â êîòîðîì àëþìèíèÿ äîëæíî áûòü íå ìåíüøå
39%, à ìîëèáäåíà � íå ìåíüøå 12%. Êàêîå íàèáîëüøåå è êàêîå íàèìåíüøåå ñîäåðæàíèå òèòàíà (â
ïðîöåíòàõ) ìîæåò áûòü â ýòîì ñïëàâå?

Îòâåò: 15 è 36,75.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî êàê áû íè èçãîòàâëèâàëè íîâûé ñïëàâ, ñîäåðæàíèå òèòàíà â í¼ì áóäåò íå
ìåíüøå ìèíèìàëüíîãî èç ñîäåðæàíèé òèòàíà â èìåþùèõñÿ ñïëàâàõ. Ïîýòîìó ñîäåðæàíèå òèòàíà â
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ëþáîì èçãîòîâëåííîì ñïëàâå áóäåò íå ìåíåå 15%. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïëàâ 2 ïîäõîäèò ïîä óñëîâèÿ
íà ñîäåðæàíèå àëþìèíèÿ è ìîëèáäåíà. Çíà÷èò, íàèìåíüøåå ñîäåðæàíèå òèòàíà � 15%.
Òåïåðü íàéä¼ì íàèáîëüøåå ñîäåðæàíèå òèòàíà â òàêîì ñïëàâå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðè èçãîòîâëåíèè

íîâîãî ñïëàâà ìû èñïîëüçîâàëè ñïëàâ 3, òî ìîæíî åãî çàìåíèòü íà ñïëàâ 1: îò ýòîãî ñîäåðæàíèå
àëþìèíèÿ, ìîëèáäåíà è òèòàíà óâåëè÷èòñÿ. Ïîýòîìó â ñïëàâå ñ íàèáîëüøèì ñîäåðæàíèåì òèòàíà íå
ó÷àñòâóåò ñïëàâ 3.
Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî òîãäà â òàêîì ñïëàâå áóäåò 15% ìîëèáäåíà, ò.å. îí ïîäõîäèò ïîä óñëîâèå íà

ìîëèáäåí. Â ñïëàâå 1 òèòàíà áîëüøå, ÷åì â ñïëàâå 2, íî ñïëàâ 1 íå ïîäõîäèò ïîä óñëîâèå íà àëþìèíèé.
Ïîíÿòíî, ÷òî ÷åì ìåíüøå ìû âîçüì¼ì ñïëàâà 2, òåì áîëüøå áóäåò òèòàíà â èçãîòîâëåííîì ñïëàâå.
Âîçüì¼ì ðîâíî ñòîëüêî, ÷òîáû âûïîëíèëîñü óñëîâèå íà àëþìèíèé: 28x + 68y = 39(x + y) (x è y �
ìàññà ñïëàâà 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî), îòêóäà 11x = 29y, ò.å. ìîæíî âçÿòü 29 ÷àñòåé ñïëàâà 1 è 11 ÷àñòåé
ñïëàâà 2. Òîãäà ñîäåðæàíèå òèòàíà â ïðîöåíòàõ áóäåò

45 · 29 + 15 · 11
29 + 11

= 36,75.

Äðóãîå ðåøåíèå. Ïóñòü âçÿòî x, y è 1− x− y ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ñïëàâà ñîîòâåòñòâåííî,
ïðè÷¼ì x > 0, y > 0, 1− x− y > 0. Òîãäà óñëîâèÿ çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü òàê:

28x+ 68y + 18(1− x− y) = 10x+ 50y + 18 > 39,

15x+ 15y + 5(1− x− y) = 10x+ 10y + 5 > 12

Èçîáðàçèì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè îáëàñòü (ñì. ðèñóíîê), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñèñòåìå íåðàâåíñòâ


10x+ 50y − 21 > 0,
10x+ 10y − 7 > 0
x > 0, y > 0, x+ y − 1 6 0.

Ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå òèòàíà 45x + 15y + 30(1 − x − y) = 30 + 15x − 15y (*). Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ìàêñèìóì ýòîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå C (â íåé x íàèáîëüøåå, à y � íàèìåíüøåå èç
âîçìîæíûõ), à ìèíèìóì � â òî÷êå B. Äëÿ ìèíèìóìà ëåãêî íàõîäèì ñîäåðæàíèå òèòàíà, îíî ðàâíî
15%. Äëÿ ìàêñèìóìà æå ïðèä¼òñÿ èñêàòü êîîðäèíàòû òî÷êè C. Îíè ðàâíû (29

40
, 11
40
), îòêóäà ìàêñèìóì

ñîäåðæàíèÿ òèòàíà ðàâåí 30 + 15 · 29
40
− 15 · 11

40
= 36,75.

Êîììåíòàðèé. Ïðè äðóãîì âûáîðå ïåðåìåííûõ (íàïðèìåð, x ïåðâîãî ñïëàâà, 1 − x − y âòîðîãî
è y òðåòüåãî) áóäóò ïîëó÷àòüñÿ äðóãèå ôóíêöèè è äðóãèå îáëàñòè. Ïðè ýòîì ðåøåíèå ìîæåò ñòàòü
êàê ÷óòü ïðîùå, òàê è íåìíîãî ñëîæíåå. Â ðåøåíèè âûøå ñïåöèàëüíî âûáðàí íàèáîëåå ¾áåçäóìíûé¿
ïóòü.

Êîììåíòàðèé. Çàäà÷à èìååò îòíîøåíèå ê òåìå ¾ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå¿: íàõîæäåíèå ýêñòðå-
ìóìîâ íà ìíîæåñòâàõ, çàäàâàåìûõ ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ. Íåñëîæíî ïîêàçàòü,
÷òî äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè ìàêñèìóì è ìèíèìóì äîñòèãàþòñÿ â îäíîé èç âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà �
ìíîæåñòâà âñåõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ. Òîãäà çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÷èñòî àëãîðèòìè-
÷åñêè: äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ìíîãîóãîëüíèê, íàéòè âñå åãî âåðøèíû è â êàæäîé ïîñ÷èòàòü çíà÷åíèå
òðåáóåìîé ôóíêöèè (òàê óñòðîåíî âòîðîå ðåøåíèå âûøå).
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò òàêàÿ çàäà÷à íàãðóæåíà òåõíè÷åñêè è äëÿ îëèìïèàäû ñêîðåå íåóäà÷-

íà. Â ïðåäëîæåííûõ âàðèàíòàõ ÷èñëà ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû ýêñòðåìóì ìîæíî áûëî íàéòè íåñëîæ-
íûìè ðàññóæäåíèÿìè (òàê óñòðîåíèå ïåðâîå ðåøåíèå âûøå), à íå ïðîñòî òåõíè÷åñêè.

Çàäà÷à 4. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 9, BC = 2 è áîêîâûìè ñòîðîíàìè AB = 5,
CD = 4

√
2. Òî÷êà P íà ïðÿìîé BC òàêîâà, ÷òî ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà APD íàèìåíüøèé èç âîç-

ìîæíûõ. Íàéäèòå ýòîò ïåðèìåòð.
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Îòâåò: 9 +
√
145.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì, êîòîðîå íàèáîëåå èçâåñòíî êàê ¾ïðèíöèï íàè-
ìåíüøåãî âðåìåíè Ôåðìà¿ â ôèçèêå:

Äëÿ äàííûõ òî÷åê A, B è äàííîé ïðÿìîé ` èç âñåõ òî÷åê L ∈ ` ñóììà AL + BL áóäåò
ìèíèìàëüíîé, êîãäà óãëû ìåæäó ïðÿìûìè AL è ` è BL è ` áóäóò ðàâíû.

Òîãäà äëÿ èñêîìîé òî÷êè P íà ïðÿìîé BC äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî ∠XPA = ∠Y PD (òî÷êè
X è Y � ãäå-òî ¾äàëåêî¿ íà ïðÿìîé BC). Ïîñêîëüêó BC ‖ AD, òî

∠PAD = ∠XPA = ∠Y PD = ∠PDA,

ò.å. òðåóãîëüíèê PAD � ðàâíîáåäðåííûé. Çíà÷èò, íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ïåðèìåòð ðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà PAD, ãäå P � òî÷êà íà ïðÿìîé BC.
Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ýòîò ïåðèìåòð ðàâåí

9 + 2 ·
√(

9

2

)2

+ h2 = 9 +
√
81 + 4h2,

ãäå h � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè AD è BC, ò.å. âûñîòà òðàïåöèè.
Íàéòè âûñîòó òðàïåöèè ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êó B, ïðÿìóþ,

ïàðàëëåëüíóþ CD, äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñíîâàíèåì AD â òî÷êå K. Òîãäà èñêîìàÿ âûñîòà � ýòî âûñîòà
èç âåðøèíû B â òðåóãîëüíèêå ABK. Ïîñêîëüêó BCDK � ïàðàëëåëîãðàìì, òî BK = CD = 4

√
2,

AK = AD −DK = AD −BC = 9− 2 = 7.
Èòîãî, íàì äîñòàòî÷íî íàéòè äëèíó âûñîòû íà ñòîðîíó äëèíû 7 â òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè 5,

7, 4
√
2. Ïî ôîðìóëå ïëîùàäè è ôîðìóëå Ãåðîíà èìååì

4h2 · 72 = 16S2 = (5 + 7 + 4
√
2)(5 + 7− 4

√
2)(5− 7 + 4

√
2)(−5 + 7 + 4

√
2)

îòêóäà

4h2 =
(12 + 4

√
2)(12− 4

√
2)(−2 + 4

√
2)(2 + 4

√
2)

72
=

(122 − (4
√
2)2)((4

√
2)2 − 22)

72
= 64,

è îêîí÷àòåëüíûé îòâåò 9 +
√
81 + 4h2 = 9 +

√
145.

Äðóãîå ðåøåíèå. Òàêæå, êàê è â ïåðâîì ðåøåíèè, íàéä¼ì âûñîòó òðàïåöèè. Ïîêàæåì çäåñü, êàê
ìîæíî ýòî áûëî ñäåëàòü ïî-äðóãîìó. Îïóñòèì âûñîòû BE è CF òðàïåöèè. Îáîçíà÷èì èõ äëèíû ÷åðåç
h, äëèíó îòðåçêà AE îáîçíà÷èì ÷åðåç `. Ïîñêîëüêó EF = BC = 2, äëÿ FD ïîëó÷èì FD = 7 − `.
Èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ABE è CDF ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ïîëó÷èì AB2 = BE2 +AE2 è
CD2 = CF 2 +DF 2.
Ïîäñòàâèâ â ýòè ðàâåíñòâà èçâåñòíûå äëèíû, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé{

52 = h2 + `2

32 = h2 + (7− `)2.

Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷èì
(
` + (7 − `)

)(
` − (7 − `)

)
= −7, îòêóäà ` = 3. Òîãäà

h = 4, FD = 4.
Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê APD. Îáîçíà÷èì BP = x, òîãäà PC = 2 − x (çäåñü è äàëåå âñå ðàñ-

ñòîÿíèÿ ñî çíàêîì, ò.å. ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíûå). Îïóñòèì âûñîòó PQ. Òîãäà òðåóãîëüíèê APQ
ïðÿìîóãîëüíûé è ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà

AP =
√
AQ2 +QP 2 =

√
(3 + x)2 + 42.

Àíàëîãè÷íî, èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà DPQ

DP =
√
(6− x)2 + 42.
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Òîãäà ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà APD ðàâåí

P (x) = 9 +
√
(3 + x)2 + 42 +

√
(6− x)2 + 42.

Íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ ýòîé ôóíêöèè:

P ′(x) =
3 + x√

(3 + x)2 + 42
− 6− x√

(6− x)2 + 42
.

Èç óðàâíåíèÿ P ′(x) = 0 ïîëó÷àåì

(3 + x)2
(
(6− x)2 + 42

)
= (6− x)2

(
(3 + x)2 + 42

)
,

îòêóäà (6 − x)2 = (3 + x)2, x = 3
2
. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî x = 3

2
èìåííî òî÷êà ìèíèìóìà, îòêóäà

ìèíèìàëüíûé ïåðèìåòð ðàâåí P
(
3
2

)
= 9 +

√
145.

Çàäà÷à 5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
x201 + x202 + . . .+ x2042 = 3320

x371 + x372 + . . .+ x3742 = 3337.

Îòâåò: îäèí èç xi ðàâåí 33, âñå îñòàëüíûå ðàâíû 0.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî (x1
33

)20
+
(x2
33

)20
+ . . .+

(x42
33

)20
= 1.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî 1 6 k 6 42 èìååì
∣∣xk

33

∣∣ 6 1, îòêóäà
∣∣xk

33

∣∣37 6 ∣∣xk

33

∣∣20. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì
1 =

∣∣∣∣(x133)37 + (x233)37 + . . .+
(x42
33

)37∣∣∣∣ 6 ∣∣∣x133∣∣∣37 + ∣∣∣x233 ∣∣∣37 + . . .+
∣∣∣x42
33

∣∣∣37 6
6
∣∣∣x1
33

∣∣∣20 + ∣∣∣x2
33

∣∣∣20 + . . .+
∣∣∣x42
33

∣∣∣20 = (x1
33

)20
+
(x2
33

)20
+ . . .+

(x42
33

)20
= 1.

Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî k âûïîëíåíî
∣∣xk

33

∣∣37 =
∣∣xk

33

∣∣20, îòêóäà xk ∈ {−33, 0, 33}. Îòñþäà íåñëîæíî ïîëó-
÷àåì, ÷òî òîãäà îäèí èç xk ðàâåí 33, à âñå îñòàëüíûå ðàâíû 0.

Çàäà÷à 6. Óêàæèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, |a| < 1, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

| sin t− a| − cos t

| sin t− 2
3
| > 0

äëÿ t ∈ (−π/2; π/2) ïðåäñòàâèìî â âèäå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ.
Îòâåò: [2−

√
5

3
, 1).

Ðåøåíèå. Ïóñòü x = cos t, y = sin t. Òîãäà, ñ ó÷¼òîì äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé t, ýòî íåðàâåíñòâî
ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå 

x2 + y2 = 1,

x > 0,

y 6= 2
3
,

x < |y − a|.
Ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû � òî÷êè íà ïîëóîêðóæíîñòè x2 + y2 = 1, x > 0, ëåæàùèå ëåâåå êðèâîé
x = |y − a|.
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y

x

a

2
3

−1

1

Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà a êðèâàÿ x = |y−a| ïåðåìåùàåòñÿ ïàðàëëåëüíî îñè y. Ïðè çíà÷åíèÿõ a,
áëèçêèõ ê −1, â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ðåøåíèé èìååì 3 íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëà. Ïðè çíà÷åíèÿõ
a, áëèçêèõ ê 1, ïîëó÷àåòñÿ 2 èíòåðâàëà.
Êðàéíåå ïîëîæåíèå ãðàôèêà, ïðè êîòîðîì ïîëó÷àåòñÿ äâà èíòåðâàëà, èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå:

y

xa

2
3

−1

1 M

Êîîðäèíàòû òî÷êèM ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè è ïðÿìîé x = y−a ðàâíû yM = 2
3
, xM =

√
1− (2/3)2 =

√
5
3
. Òàê êàê 2

3
− a = xM , òî a = 2−

√
5

3
.

Òàêèì îáðàçîì, îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî [2−
√
5

3
, 1).

Çàäà÷à 7. Äàíî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî s, îòëè÷íîå îò 0, 1, −1, 1
2
è 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

x2(x− 1)2

(x2 − x+ 1)3
=

s2(s− 1)2

(s2 − s+ 1)3
.

Îòâåò ìîæåò çàâèñåòü îò s.

Îòâåò: s, 1
s
, 1− s, 1

1−s ,
s

s−1 ,
s−1
s
.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì äâà óòâåðæäåíèÿ:

• åñëè x0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, òî è 1− x0 òàêæå ðåøåíèå; äåéñòâèòåëüíî,

(1− x0)2((1− x0)− 1)2

((1− x0)2 − (1− x0) + 1)3
=

x20(x0 − 1)2

(x20 − x0 + 1)3
,

ïîýòîìó åñëè âòîðîå ðàâíÿåòñÿ s2(s−1)2
(s2−s+1)3

, òî è ïåðâîå � òîæå.

• åñëè x0 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, òî è 1
x0

òàêæå ðåøåíèå; äåéñòâèòåëüíî,

(1/x0)
2((1/x0)− 1)2

((1/x0)2 − (1/x0) + 1)3
=

x20(x0 − 1)2

(x20 − x0 + 1)3
,

ïîýòîìó åñëè âòîðîå ðàâíÿåòñÿ s2(s−1)2
(s2−s+1)3

, òî è ïåðâîå � òîæå.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî s � òî÷íî êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà, êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ÷èñëà
1/s, 1− s, à òîãäà è 1

1−s , 1− 1
1−s =

s
s−1 , 1− 1

s
= s−1

s
.
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà s ïîëó÷èâøèåñÿ 6 ÷èñåë � ðàçëè÷íû. Êðîìå
òîãî, èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðè x 6= 0, x 6= 1 ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ 6-é ñòåïåíè, êîòîðîå íå ìîæåò
èìåòü áîëüøå 6 êîðíåé. Çíà÷èò, íàéäåííûå ÷èñëà è åñòü âñå êîðíè.

Êîììåíòàðèé. Ïî ñóòè ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè x 6= 0, x 6= 1 èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî
óðàâíåíèþ

(x− s) (x− (1− s))
(
x− 1

s

)(
x− 1

1− s

)(
x− s

s− 1

)(
x− s− 1

s

)
= 0,

ïîýòîìó óêàçàííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ âñåìè êîðíÿìè è ïðè îòñòóòñòâèè îãðàíè÷åíèé íà s.

Êîììåíòàðèé. Àíàëîãè÷íîå ìíîæåñòâî âñòðå÷àëîñü â ÎÌÌÎ�2022, â çàäà÷å 10.

Çàäà÷à 8. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè A0, B0, C0 � ñåðåäèíû ñòîðîí BC, CA, AB, à A1, B1, C1 � òî÷-
êè êàñàíèÿ ýòèõ ñòîðîí ñî âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå A1C1, B1C1 ïåðåñåêàþò
A0B0 â òî÷êàõ X è Y . Äîêàæèòå, ÷òî ∠XC1Y = ∠XCY .

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî òî÷êè X, Y ëåæàò íà áèññåêòðèñàõ óãëîâ A, B ñîîòâåòñòâåííî.
Òàê êàê AB1 = AC1 è B0Y ‖ AC1, òî B0Y = B0B1 = |AB−BC|

2
, ñëåäîâàòåëüíî, A0Y = A0B è

∠Y BA0 = ∠BY A0 = ∠Y BA. Àíàëîãè÷íî ∠XAC = ∠XAB.
Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå C îòíîñèòåëüíî X è Y , ëåæàò íà AB, òî ∠CY B =

∠CXA = 90◦, ò.å. CXC1Y � ïàðàëëåëîãðàìì. Çíà÷èò, ∠XC1Y = ∠XCY .

Êîììåíòàðèé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî X è Y ëåæàò íà áèññåêòðèñàõ óãëîâ A è B ñîîòâåòñòâåííî
ìîæíî ñðàçó ñîñëàòüñÿ íà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Â òðåóãîëüíèêå ABC ñëåäóþùèå ÷åòûðå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå:

• áèññåêòðèñà óãëà A,

• ïåðïåíäèêóëÿð èç âåðøèíû B íà ýòó áèññåêòðèñó,

• ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñî
ñòîðîíàìè AC è BC,

• ñðåäíÿÿ ëèíèÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå AC.

×àùå âñåãî åãî óïîìèíàþò ïîä íàçâàíèåì ¾çàäà÷à 255¿. Ýòî è âïðàäó ïî÷òè çàäà÷à íîìåð 255
èç êíèãè È.Ô. Øàðûãèíà ¾Ãåîìåòðèÿ: 9�11 êë.: Îò ó÷åáíîé çàäà÷è ê òâîð÷åñêîé¿. Íå ñòîèò ó÷èòü
íàèçóñòü íîìåðà çàäà÷ èç ýòîãî çàäà÷íèêà. Ïîïóëÿðíîñòü èìåííî ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïîíÿòü èç
ïðåäèñëîâèÿ àâòîðà (à çàîäíî è óáåäèòüñÿ â åãî ïðàâîòå):

P.S. À âñå æå, îòêóäà áåðóòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è? Îáùèé è ïîëíûé îòâåò çäåñü âðÿä
ëè âîçìîæåí. À â ÷àñòíîñòè. . . Â ÷àñòíîñòè, î÷åíü ìíîãî íîâûõ çàäà÷ ñîäåðæèòñÿ â ýòîé
êíèãå. Íàäî òîëüêî ñóìåòü èõ èçâëå÷ü. Íàâåðíîå, êàæäàÿ ñîäåðæàòåëüíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ
çàäà÷à ìîæåò áûòü èñòî÷íèêîì öåëîãî ðÿäà íîâûõ. Äëÿ ýòîãî íàäî ñ íåé ¾ïîâîçèòüñÿ¿,
ïîñìîòðåòü ñ ðàçíûõ ñòîðîí, ïîïðîáîâàòü ïåðåôðàçèðîâàòü, îáîáùèòü. Â ðåçóëüòàòå óäè-
âèòåëüíûì îáðàçîì ìîæåò âîçíèêíóòü ñîâåðøåííî íå ïîõîæàÿ íà ¾ðîäèòåëÿ¿ çàäà÷à.
Íàïðèìåð, âîçüì¼ì òó æå çàäà÷ó � 255. . .

Çàäà÷à 9. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R → R, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî a,
÷òî ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ x, y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

f(2xy + 1) = f(x)f(y)− f(x)− 2y + a.

Îòâåò: f(x) = 2x+ 1.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

f(x)f(y)− f(x)− 2y + a = f(2xy + 1) = f(2yx+ 1) = f(y)f(x)− f(y)− 2x+ a.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ x, y ∈ R âûïîëíåíî f(x)− 2x = f(y)− 2y. Çíà÷èò, ðàçíîñòü f(x)− 2x
ïîñòîÿííà è f(x) = 2x+C,C ∈ R. Ïîäñòàâëÿÿ â èñõîäíîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âñåõ x, y ∈ R
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:

4xy + 2 + C = 4xy + 2Cx+ 2Cy + C2 − 2x− C − 2y + a.

Îíî òîæäåñòâåííî âûïîëíåíî ëèøü ïðè C = 1; ïðè ýòîì a = 3.

Çàäà÷à 10. Â ñòðàíå 20 ãîðîäîâ, ìåæäó íåêîòîðûìè èç íèõ èìåþòñÿ äâóñòîðîííèå áåñïåðåñàäî÷íûå
àâèàëèíèè. Èçâåñòíî, ÷òî èç êàêîãî-òî ãîðîäà ìîæíî óëåòåòü ðîâíî â 1 äðóãîé ãîðîä, èç êàêîãî-òî
� ðîâíî â 2, . . . , èç êàêîãî-òî � ðîâíî â 14. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå òðè ãîðîäà, ÷òî èç
êàæäîãî èç íèõ ìîæíî óëåòåòü â êàæäûé èç äâóõ îñòàâøèõñÿ.

Ðåøåíèå. Ïîñìîòðèì íà ãîðîä A, èç êîòîðîãî ìîæíî óëåòåòü â 14 ãîðîäîâ. Èç íèõ ìàêñèìóì 6 �
ãîðîäà, ïðî êîëè÷åñòâî àâèàëèíèé èç êîòîðûõ â óñëîâèè íè÷åãî íå ñêàçàíî. Îñòàëîñü êàê ìèíèìóì 8
ãîðîäîâ, ïðî êîëè÷åñòâî àâèàëèíèé èç êîòîðûõ ñêàçàíî â óñëîâèè. Ñðåäè íèõ òîãäà íàéä¼òñÿ ãîðîä
B, èç êîòîðîãî ìîæíî óëåòåòü õîòÿ áû â 8 ãîðîäîâ.
Èç A, êðîìå B, ìîæíî óëåòåòü åù¼ â 13 ãîðîäîâ, à èç B, êðîìå A � åù¼ â 7. Ïîñêîëüêó 13 + 7 =

20 > 18, òî äëÿ A è B åñòü õîòÿ áû îäèí îáùèé ãîðîä C, â êîòîðûé ìîæíî óëåòåòü. Òðîéêà A, B, C
è åñòü èñêîìàÿ òðîéêà ãîðîäîâ.
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