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Îëèìïèàäà ¾Âûñøàÿ ïðîáà¿ ïî ìàòåìàòèêå

11 êëàññ, 2016 ãîä

1. Òðè ðàçëè÷íõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷ëåíàìè àðèô-
ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ìîãóò ëè ýòè æå òðè ÷àñà îêàçàòüñÿ òðåìÿ (íå îáÿçàòåëüíî ïîñëå-
äîâàòåëüíûìè) ÷ëåíàìè ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè?

2. Âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC ñ óãëîì 6 B = 60◦ îïèñàíà îêðóæíîñòü. Êàñàòåëüíûå ê
îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííûå â òî÷êàõ A è C, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B1. Íà ëó÷àõ AB è CB
îòìåòèëè òî÷êè A0 è C0 ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî AA0 = AC = CC0. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè
A0, C0, B1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

3. Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x, ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé. Êðîìå òîãî,
ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì x âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x) + f(10− x) = 4.

à) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè, îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

4. Ïåòÿ õî÷åò ïðîâåðèòü çíàíèÿ ñâîåãî áðàòà Êîëè - ïîáåäèòåëÿ îëèìïèàäû ¾Âûñøàÿ
ïðîáà¿ ïî ìàòåìàòèêå. Äëÿ ýòîãî Ïåòÿ çàäóìàë òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a, b, c, è âû÷èñëèë
x = ÍÎÄ(a, b), y = ÍÎÄ(b, c), z = ÍÎÄ(c, a). Çàòåì îí íàïèñàë íà äîñêå òðè ðÿäà ïî ïÿòü
÷èñåë â êàæäîì:

6, 8, 12, 18, 24

14, 20, 28, 44, 56

5, 15, 18, 27, 42

Ïåòÿ ñîîáùèë Êîëå, ÷òî îäíî èç ÷èñåë â ïåðâîì ðÿäó ðàâíî x, îäíî èç ÷èñåë âî âòîðîì ðÿäó
ðàâíî y, îäíî èç ÷èñåë â òðåòüåì ðÿäó ðàâíî z, è ïîïðîñèë óãàäàòü ÷èñëà x, y, z. Ïîäóìàâ
íåñêîëüêî ìèíóò, Êîëÿ ñïðàâèëñÿ çàäà÷åé, ïðàâèëüíî íàçâàâ âñå òðè ÷èñëà. Íàçîâèòå èõ
è âû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òàêàÿ òðîéêà (x, y, z).

5. Äâà êîðèäîðà âûñîòîé è øèðèíîé â 1 ì èäóò ïåðïåíäèêóëÿðíî äðóã äðóãó ïî ïåðâîìó
è âòîðîìó ýòàæó çäàíèÿ. Ðàçäåëÿþùåå èõ ïåðåêðûòèå ðàçîáðàíî, îáðàçóÿ äûðó 1× 1 ì â
ïîëó îäíîãî è ïîòîëêå äðóãîãî. Êàêîâà ìàêñèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ äëèíà áàëêè, êîòîðóþ
ìîæíî ïåðåäàòü èç îäíîãî êîðèäîðà â äðóãîé ÷åðåç äûðó? (Áàëêó ñ÷èòàòü íåãíóùèìñÿ
îòðåçêîì íóëåâîé òîëùèíû. Òîëùèíà ïåðåêðûòèÿ òàêæå ðàâíà íóëþ, ò. å. ïîë âåðõíåãî
êîðèäîðà è ïîòîëîê íèæíåãî êîðèäîðà íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè.)

6. Òàáëèöà n× n çàïîëíÿåòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 2016 òàê, ÷òîáû íè â îäíîé
ñòîêå è íè â îäíîì ñòîëáöå íå áûëî äâóõ îäèíàêîâûõ ÷èñåë. Ñîâïàäåíèå ÷èñåë, ñòîÿùèõ
â ðàçíûõ ñòîëáöàõ è ñòðîêàõ, äîïóñêàåòñÿ. Ïóñòü f(n) - êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàññòàíîâîê.
Íàïðèìåð, f(1) = 2016, f(2017) = 0.

à) ×òî áîëüøå, f(2015) èëè f(2016)?
á) ×òî áîëüøå, f(1008) èëè f(1009)?
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