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Îëèìïèàäà ¾ÔèçÒåõ¿ ïî ìàòåìàòèêå

Çàî÷íûé ýòàï

11 êëàññ, 2019 ãîä

1. Âû÷èñëèòå logx (x
4 − 8x2 + 2), åñëè èçâåñòíî, ÷òî x10 − 2x6 + 4x2 − 1 = 0.

Ðåøåíèå. Èç ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

2x10 − 4x6 = −8x2 + 2

2x10 − 4x6 + x4 = x4 − 8x2 + 2

x4(2x6 − 4x2 + 1) = x4 − 8x2 + 2

x14 = x4 − 8x2 + 2

logx (x
4 − 8x2 + 2) = logx x

14 = 14

Ïðèìå÷àíèå. Ìîæåì óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî âûðàæåíèå logx x
14 îïðåäåëåíî ïðè äàííûõ x,

òàê êàê óðàâíåíèå x10 − 2x6 + 4x2 − 1 = 0 èìååò êîðåíü íà îòðåçêå [0; 1] (ïî òåîðåìå î

ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè).

Îòâåò: 14.

2. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ÷èñëà a2+b2

a+b
, a3+b3

a2+b2
è a4+b4

a3+b3
îáðàçóþò â óêàçàííîì

ïîðÿäêå àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Èçâåñòíî, ÷òî a + b = 8. Íàéäèòå íàèáîëüøåå

âîçìîæíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ a2 + b2.

Ðåøåíèå. Èñõîäíîå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå{
2 · a3+b3

a2+b2
= a2+b2

a+b
+ a4+b4

a3+b3

a+ b = 8.

Îñóùåñòâèì çàìåíó x = a
8
, y = b

8
. Òîãäà â ñèëó îäíîðîäíîñòè ïåðâîå óðàâíåíèå íå èçìå-

íèòñÿ, à âòîðîå ïðåâðàòèòñÿ â x+ y = 1.

Çàìåòèì, ÷òî

x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = 1− 2xy

x3 + y3 = (x+ y)((x+ y)2 − 3xy) = 1− 3xy

x4 + y4 = (x2 + y2)2 − 2x2y2 = (1− 2xy)2 − 2x2y2 = 1− 4xy + 2x2y2
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è ïîëîæèì, ÷òî xy = t, òîãäà èç ïåðâîãî ñëåäóåò, ÷òî

2− 6t

1− 2t
=

1− 2t

1
+

1− 4t+ 2t2

1− 3t

16t3 − 8t2 + t = 0

t(4t− 1)2 = 0

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî t = 0, 1
4
. Ïðè ýòîì t = 0 íå óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ íà a è b. Ñëåäî-

âàòåëüíî, t = 1
4
<=> ab

64
= 1

4
<=> ab = 16, òîãäà{

ab = 16

a+ b = 8.

Ñëåäîâàòåëüíî, a = b = 4. Òîãäà a2 + b2 = 32.

Îòâåò: 32.

3. Ïóñòü x è y - ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî x3 + y3 + (x+ y)3 + 24xy = 1024. Êàêîå

íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà x+ y?

Ðåøåíèå.

x3 + y3 + (x+ y)3 + 24xy = 1024

Îñóùåñòâèì çàìåíó x+ y = a è xy = b. Òîãäà

a3 − 3ab+ a3 + 24b = 1024

3b(8− a) = 1024− 2a3

(8− a)3b = (8− a)(64 + 8a+ a2) · 2

Òîãäà ëèáî a = 8, ëèáî 3b = 2a2 + 16a + 128. Íî åñëè ìû âñïîìíèì, ÷òî a2 ≥ 4b, òîãäà

2a2− 16a+128− 3b ≥ 11
4
a2− 16a+128 > a2− 16a+128 = (a− 8)2+64 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

ðåøåíèé íåò. Òîãäà a = 8 - åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. 8 = a = x+ y.

Îòâåò: 8.

4. Äàíà ïàðàáîëà Ï : y = 4x2. Êàñàòåëüíûå ê ïàðàáîëå Ï, ïðîâåäåííûå ÷åðåç òî÷êè K1

è K2, ïåðåñåêàþò îñü ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ P1 è P2. Ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ýòèì

êàñàòåëüíûì, è ïðîõîäÿùèå ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç òî÷êè P1 è P2, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q.

Êàêóþ íàèáîëüøóþ ïëîùàäü ìîæåò èìåòü òðåóãîëüíèê QP1P2, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó

ïðîåêöèÿìè òî÷åê K1 è K2 íà îñü àáñöèññ ðàâíî 20?
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Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì êàñàòåëüíîé

y = 4x2

yx = 8x0(x− x0) + 4x20 = 8x0x− 4x20

y1 = 8x1x− 4x21

y2 = 8x2x− 4x22

Çàìåòèì, ÷òî y1 è y2 ïåðåñåêàþò îñü x â òî÷êàõ (x1

2
; 0) è (x2

2
; 0) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèðàâíèâàÿ èõ óðàâíåíèÿ, îñîçíàåì, ÷òî y′1 è y
′
2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå (0;

1
16
). Òîãäà èñêî-

ìûé òðåóãîëüíèê èìååò îñíîâàíèå 10 è âûñîòó 1
16
. Îòñþäà åãî ïëîùàäü ðàâíà 1

2
· 10 · 1

16
=

5
16

= 0, 3125.

Îòâåò: 0,3125.

5. Âíóòðè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà P òàê, ÷òî äëÿ íåå ïðîèçâå-

äåíèå ðàññòîÿíèÿ äî âåðøèíû íà ðàññòîÿíèå äî ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, ïðîòèâîïîëîæíîé

ýòîé âåðøèíå, îäèíàêîâî äëÿ êàæäîé âåðøèíû è ðàâíî 3. Îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AD

ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû B è C. Èçâåñòíî, ÷òî DB = 7. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà PC.

Ðåøåíèå. Ïðèìåì, ÷òî BP = x, PC = y, AP = z. Òîãäà ïî óñëîâèþ PB1 =
3
x
, PC1 =

3
y
,

PA1 = 3
z
.

Çàìåòèì, ÷òî 4APB1 ïîäîáåí 4BPA1,òàê êàê z
x
=

3/x
3/z

, òàê êàê 2 ñòîðîíû â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëü-

íèêå ïðîïîðöèîíàëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, è 3 ñòîðîíà

áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíàÿ, ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè ïî-

äîáíû.

Òîãäà α = 6 APB1 = 6 BPA1, àíàëîãè÷íî 6 B1PC =

6 C1PB = β è 6 APC1 = 6 A1PC = γ. Òîãäà 2α + 2β + 2γ = 360◦. Ñëåäîâàòåëüíî,

α + β + γ = 180◦ => 6 APA1 = 180◦. Òîãäà òî÷êà P ëåæèò íà ïðÿìîé AA1. Ñëå-

äîâàòåëüíî, AA1 - âûñîòà. Àíàëîãè÷íî ñ îñòàëüíûìè. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî P - îðòîöåíòð.

Äîïîëíèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî ïî ñâîéñòâó ñóììû óã-

ëîâ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ 6 C = α, 6 B = γ, 6 A =

β. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ

îïèñàííîé, òîãäà 6 D = 180 − β, òî 180 − β =

α + γ. Ñëåäîâàòåëüíî, 6 BPC = 6 BDC. Ïðè ýòîì,

6 ACD = 6 ABD = 90◦ (AD - äèàìåòð), 6 CBD =

90 − γ, 6 BCD = 90 − α, ïðè ýòîì 6 C1CB = 90 −
γ è 6 B1BC = 90 − α. Ñëåäîâàòåëüíî, 6 PBD =
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6 PCD => PBPC - ïàðàëëåëîãðàìì. Òîãäà BD = PC = 7.

Îòâåò: 7.

6. Äàí êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðà 1 × 55. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè åãî ìîæíî ðàç-

ðåçàòü íà êëåò÷àòûå ïðÿìîóãîëüíèêè ðàçìåðà 1× 3 è 1× 4?

Ðåøåíèå. Ïóñòü x - êîëè÷åñòâî äîìèíî 1×3 è y - êîëè÷åñòâî äîìèíî 1×4. Òîãäà 3x+4y =

55, ãäå x, y ∈ N .

Çàìåòèì, ÷òî ïàðà (1; 13) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ðåøåíèÿ èìåþò âèä

(1 + 4t; 13− 3t). ×òîáû ðåøåíèÿ áûëè íàòóðàëüíûìè, íóæíî, ÷òîáû t ∈ [0; 4].

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ âñåãî 5 ïàð ðåøåíèé (1; 13), (5; 10), (9; 7), (13; 4), (17; 1). Òî åñòü ìû

ïîëó÷èëè âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû äëÿ êîëè÷åñòâà äîìèíîøåê êàæäîãî âèäà. Îñòàëîñü

óçíàòü ñêîëüêî âàðèàíòîâ äàåò êàæäûé èç ñïîñîáîâ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâîê.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç âàðèàíòîâ ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàâíî C1
14, C

5
15, C

9
16, C

13
17 , C

17
18

ñîîòâåòñòâåííî (ïî ñâîéñòâó ÷èñëà ñî÷åòàíèé). Òîãäà èòîãîâûé îòâåò - C1
14 + C5

15 + C9
16 +

C13
17 + C17

18 = 14 + 3003 + 11440 + 2380 + 18 = 16855.

Îòâåò: 16855.

7. Êàêîé íàèáîëüøèé îáúåì ìîæåè èìåòü ïàðàëëåëåïèïåä ABCDA1B1C1D1, ó êîòîðîãî

äèàãîíàëè A1C1, C1D, BD1, B1C èìåþò â íåêîòîðîì ïîðÿäêå äëèíû 6, 14, 19, 25? Â îòâåò

çàïèøèòå êâàäðàò îáúåìà.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî VABCB1 = 1
6
VABCDA1B1C1D1 , òîãäà äëÿ ìàêñèìèçàöèè îáúåìà ïà-

ðàëëåëåïèïåäà íàì íåîáõîäèì ìàêñèìàëüíûé VABCB1 . Ïðè ýòîì, äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëå-

íàÿ çíà÷åíèÿ äëèíû ñòîðîí ìû îäíîçíà÷íî âû÷èñëÿåì SAB1C ïî ôîðìóëå Ãåðîíà.

Ïóñòü n - òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ BO1 è AB1C, òîãäà BN + BD1

3

(èç òåîðåìû Ôàëåñà). Ïðè ýòîì, âûñîòà èç B íà AB1C íå

ïðåâîñõîäèò BN . Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ

SAB1C VABCB1 ≤ BD1

3
· SAB1C · 1

3
. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî

íåðàâåíñòâî ìîæåò îáðàùàòüñÿ â ðàâåíñòâî. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî ìàêñèìàëüíûé VAB...D1 = AD1 · SAB1C · 23 .
Îñòàëîñü ïîñìîòðåòü âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ

(
2
3
BD1 · SAB1c

)2
è ñëåäóåò, ÷òî ñòîðîíàìè

AB1C ìîãóò áûòü òîëüêî ÷èñëà 6, 14, 19 è 14, 19, 25. Òîãäà íàì îñòàåòñÿ ñðàâíèòü 2 ÷èñëà
4
9
· 625 · 1

16
· 39 · 1 · 27 · 11 è 4

9
· 36 · 1

16
· 58 · 8 · 30 · 20. Âû÷èñëÿåò îáà çíà÷åíèÿ è ïîíèìàåì, ÷òî

âòîðîå áîëüøå. Îíî è ïîéäåò â îòâåò.

Îòâåò: 278400.

8. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n, íå ÿâëÿþùåãîñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, âû÷èñëÿþòñÿ âñå

çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x, äëÿ êîòîðûõ îáà ÷èñëà x +
√
n è x3 + 964

√
n ÿâëÿþòñÿ öåëûìè.
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Íàéäèòå îáùåå êîëè÷åñòâî òàêèõ çíà÷åíèé x.

Ðåøåíèå. Ïóñòü x+
√
n = k, ãäå k ∈ Z, òîãäà x = k −

√
n. Ñëåäîâàòåëüíî, x3 + 964

√
n =

(k −
√
n)3 + 964

√
n = k3 − 3k2

√
n + 3nk −

√
n3 + 964

√
n = k3 + 3kn −

√
n(n + 3k2 − 964),

òîãäà k3 + 3kn - öåëîå. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû x3 + 964
√
n áûëî öåëûì, êîýôôèöèåíò ïðè

√
n äîëæåí îáðàùàòüñÿ â 0, ÷òî ðàâíîñèëüíî n + 3k2 = 964, è ýòî óðàâíåíèå íåîáõîäèìî

ðåøèòü ïðè öåëûõ k è íàòóðàëüíûõ n. Òîãäà çàìåòèì, ÷òî |k| ≤ 17 (åñëè |k| ≥ 18, òî

n - îòðèöàòåëüíîå), à òàê êàê êàæäîìó k èç ýòîãî ïðîìåæóòêà ñîîòâåòñòâóåò îäíî n, òî

ðåøåíèé ó óðàâíåíèÿ ðîâíî 17+17+1 = 35 (íå çàáûâàåì ïðî k = 0). Íî íå ñòîèò çàáûâàòü

ïðî óñëîâèå, ÷òî n - íå êâàäðàò. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ýòèõ âàðèàíòîâ ïåðåáåðåì k èç íàøåãî

ïðîìåæóòêà è çàìåòèì, ÷òî ïðè k = ±16;±15;±1 n áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêëþ÷èì ýòè 6 âàðèàíòîâ èç íàéäåííûõ ðåøåíèé. Â èòîãå, ïîëó÷èì 29

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ, à ïîñêîëüêó êàæäîìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóåò îäíî çíà÷åíèå x, òî è

ïîäõîäÿùèõ x áóäåò 29.

Îòâåò: 29.

9. Â îêðóæíîñòü âïèñàí ïðàâèëüíûé 95-óãîëüíèê, â âåðøèíàõ êîòîðîãî çàïèñàíû ðàçëè÷-

íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïàðó íåñîñåäíèõ âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà A è B íàçîâåì èíòå-

ðåñíîé, åñëè õîòÿ áû íà îäíîé èç äâóõ äóã AB âî âñåõ âåðøèíàõ äóãè çàïèñàíû ÷èñëà,

áîëüøèå ÷åì ÷èñëà, çàïèñàííûå â âåðøèíàõ A è B. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî èí-

òåðåñíûõ ïàð âåðøèí ìîæåò áûòü ó ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà?

Ðåøåíèå. Ðåøèì çàäà÷ó â îáùåì âèäå. Ïóñòü xn - êîëè÷åñòâî èíòåðåñíûõ ïàð äëÿ ïðà-

âèëüíîãî n-óãîëüíèêà. Òîãäà äîêàæåì, ÷òî xn+1 ≥ xn + 1 (äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì

çàïîëíÿòü âåðøèíû n-óãîëüíèêà ÷èñëàìè îò 1 äî n (íà âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ýòî íå ïî-

âëèÿåò)). Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé (n + 1)-óãîëüíèê ìîæíî ïîëó÷èòü èç n óãëîâ äîáàâëåíè-

åì êî âòîðîìó âåðøèíû ñî çíà÷åíèåì n + 1. Ïîëîæèì, ÷òî ìû ¾âñòàâèì¿ n + 1 ìåæäó

i2 è i3. Òîãäà ìîæåò ïðîèçîéòè ñëåäóþùåå: èíòåðåñ-

íàÿ ïàðà (ik; in) â n-óãîëüíèêå â (n + 1)-óãîëüíèêå

ïåðåñòàåò áûòü èíòåðåñíîé, íî íà åå ìåñòî ïðèäóò

ñðàçó 2 èíòåðåñíûå âåðøèíû (ik;n+ 1) è (in;n+ 1),

òî åñòü îáùåå êîëè÷åñòâî èíòåðåñíûõ ïàð â (n+ 1)-

óãîëüíèêå âûðàñòåò õîòÿ áû íà 1, åñëè ýëåìåíòû ik

è in íå ñîâïàäàþò ñ i2 è i3 (â ýòîì ñëó÷àå êîëè÷å-

ñòâî èíòåðåñíûõ âåðøèí íå èçìåíèòñÿ), íî òàê êàê

ìû âñåãäà ìîæåì ïîëó÷èòü íîâóþ èíòåðåñíóþ âåðøèíó, ñîåäèíèâ (n+1;n+1) è âåðøèíû

(n;n + 1) (êîòîðûå òî÷íî äàäóò íàì õîòÿ áû îäíó íîâóþ âåðøèíó, êðîìå òîãî ñëó÷àÿ,

êîãäà n+ 1 âñòàëî ìåæäó n è n− 1, òî òîãäà ó íàñ ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ èíòåðåñíàÿ âåðøèíà

(n;n−1)), òî îáùåå êîëè÷åñòâî âåðøèí â (n+1)-óãîëüíèêå áóäåò õîòÿ áû íà i áîëüøå, ÷åì
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â n-óãîëüíèêå. Òîãäà x95 ≥ x94 + 1 ≥ x93 + 2 ≥ ... ≥ x4 + 91 ≥ 92 (ïåðåáîðîì óáåæäàåìñÿ,

÷òî x4 = 1). Ïðè ýòîì ïðè ðàññòàíîâêå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå îò 95 âñå ÷åòíûå ÷èñëà ïîäðÿä

îò 2 äî 94, à ïðîòèâ âñå íå÷åòíûå ÷èñëà ïîäðÿä îöåíêà 92 äîñòèãàåòñÿ.

Îòâåò: 92.

10. Íàéäèòå ìèíèìóì x2 + y2 − 4y ïðè óñëîâèè |4x− 3y|+ 5
√
x2 + y2 − 20y + 100 = 30.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà ïåðåïèøåì âûðàæåíèå â âèäå:

|4x− 3y|
5

+
√
x2 + (y − 10)2 = 6.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x; y) äî ïðÿìîé 4x = 3y,

à âòîðîå êàê ðàññòîÿíèå îò (x; y) äî òî÷êè (0; 10), òî åñòü äàííîìó ðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿ-

þò âñå òî÷êè (x; y) òàêèå, ÷òî ñóììàðíîå ðàññòîÿíèå îò íåå äî (0; 10) è äî ïðÿìîé 4x = 3y

ðàâíî 6. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî íåðàâåíñòâó ìåæäó äëèííîé ëîìàíîé è îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî

êîíöû ëîìàíîé, ñëåäóåò, ÷òî âñå (x; y), óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó, ëåæàò íà ïåðïåíäèêó-

ëÿðå, ïðîâåäåííîì èç (0; 10) íà ïðÿìóþ 4x = 3y. Ýòîò îòðåçîê ìîæíî çàäàòü êàê ïðÿìóþ

y = −3
4
x+ 10 ïðè x ∈ [0; 4, 8].

Òåïåðü ïîëîæèì, ÷òî x2 + y2 − 4y = a <=> x2 +

(y − 2)2 = a + 4. Òîãäà íàì îñòàëîñü íàéòè ìèíè-

ìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðîì îêðóæ-

íîñòü è ïðÿìàÿ èìåþò îáùóþ òî÷êó. Ïîñìîòðèì êî-

ãäà îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ïðÿìîé y = −3
4
x+10. Äëÿ

ýòîãî ðàññòîÿíèå îò öåíòðà (0; 2) äî ïðÿìîé äîëæíî

ðàâíÿòüñÿ ðàäèóñó. Âû÷èñëèì ðàññòîÿíèå îò (0; 2) äî

ïðÿìîé y = −3
4
x + 10. Îíî ðàâíî 6,4 (ïðîñòî ïîëü-

çóåìñÿ ôîðìóëîé ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïðÿìîé).

Òîãäà äëÿ êàñàíèÿ a+ 4 = 6, 52. Ñëåäîâàòåëüíî a = 36, 96.

Äîïîëíèòåëüíî ìîæåì çàìåòèòü, ÷òî êàñàíèå ïðè äàííîì a ïðîèñõîäèò â òî÷êå (96
25
; 178

25
) è

òàê êàê 0 ≤ 96
25
≤ 4, 8, òî ìû êîñíåìñÿ ïðÿìîé òàì, ãäå ñóùåñòâóåò íàø îòðåçîê. Ñëåäîâà-

òåëüíî, a = 36, 96.

Îòâåò: 36,96.
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