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Êàê ïîëüçîâàòüñÿ áðîøþðîéÏîñëå îçíàêîìëåíèÿ ñ òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòüþ, ïîìåù¼ííîé â ïðåàìáó-ëå êàæäîãî ïàðàãðà�à, è ðàçáîðà äåìîíñòðàöèîííûõ ïðèìåðîâ, ïðè-ñòóïàéòå ê ðåøåíèþ îáÿçàòåëüíûõ çàäà÷ (îíè îòìå÷åíû ãàëî÷êàìè).Îñòàëüíûå çàäà÷è ðåøàòü íå íàäî. Îíè ñòàíîâÿòñÿ îáÿçàòåëüíûìè âñëó÷àå ïîëó÷åíèÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíîé îöåíêè. Âïðî÷åì, åñëè îáÿçà-òåëüíûå çàäà÷è ó Âàñ ïîëó÷àþòñÿ ñ òðóäîì, ìû ðåêîìåíäóåì äëÿ çà-êðåïëåíèÿ ìàòåðèàëà ïîðåøàòü áëèçêèå çàäà÷è èç ÷èñëà íåîáÿçàòåëü-íûõ, íî âûñûëàòü èõ ðåøåíèÿ íå íóæíî.Âîçëå íîìåðà íåêîòîðûõ çàäà÷ óêàçàíà èõ ñòåïåíü òðóäíîñòè (îòíî-ñèòåëüíî çàäà÷ òîãî æå ïàðàãðà�à):
◦ � ïðîñòàÿ çàäà÷à;
∗ � òðóäíàÿ çàäà÷à.Åñëè Âû ñïðàâèëèñü ñ îáÿçàòåëüíûìè çàäà÷àìè, ìû ðåêîìåíäóåìïîðåøàòü äîïîëíèòåëüíûå, çà êîòîðûå ñòàâèòñÿ îòäåëüíàÿ îöåíêà. Îíèîòìå÷åíû çíàêîì ⋆ è, êàê ïðàâèëî, íå óñòóïàþò ïî ñëîæíîñòè çàäà÷àì,îòìå÷åííûì çíàêîì ∗.Â êîíöå áðîøþðû ïðèâåäåíû íåêîòîðûå îáùåìàòåìàòè÷åñêèå îáî-çíà÷åíèÿ, êîòîðûìè ìû ïîëüçîâàòüñÿ.Åñëè ó Âàñ âîçíèêíóò âîïðîñû ïðè ÷òåíèè áðîøþðû èëè ïîÿâÿò-ñÿ çàìå÷àíèÿ ïî å¼ ñîäåðæàíèþ, ïðèñûëàéòå èõ âìåñòå ñ ðåø¼ííûìèçàäà÷àìè íà îòäåëüíîì ëèñòå. Æåëàåì óäà÷è!
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� 1. Îñíîâíûå ïðè¼ìûÏðè ðåøåíèè çàäà÷ ýòîãî ïàðàãðà�à ñïåöèàëüíûõ çíàíèé íå òðåáóåòñÿ.Îñíîâíàÿ öåëü � îñâîèòüñÿ ñ áàçîâûìè ïðèíöèïàìè, êîòîðûå ïðèìåíÿ-þòñÿ â êîìáèíàòîðèêå.Ïðèìåð. Â êëàññå 10 äåâî÷åê è 15 ìàëü÷èêîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìèìîæíî íàçíà÷èòü äâóõ äåæóðíûõ � ìàëü÷èêà è äåâî÷êó?�åøåíèå. Ñíà÷àëà íàçíà÷èì äåæóðíîãî-ìàëü÷èêà. Â ïàðó ê íåìóìîæíî âûáðàòü ëþáóþ èç äåñÿòè äåâî÷åê. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò 10 ñïîñî-áîâ íàçíà÷èòü ïàðó äåæóðíûõ, â êîòîðóþ âõîäèò âûáðàííûé ìàëü÷èê.À ïîñêîëüêó ìàëü÷èêîâ âñåãî 15, îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàâíî 15 · 10.Îòâåò: 150.Ïðèìåð. Â ðóññêîé àçáóêå 33 áóêâû. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñëîâ à) èçäâóõ áóêâ; á) èç òð¼õ áóêâ (â òîì ÷èñëå íå èìåþùèõ ñìûñëà)?�åøåíèå. à) Çà�èêñèðóåì ïåðâóþ áóêâó ñëîâà. Âòîðóþ áóêâó ìîæíîâûáðàòü 33 ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó ÷èñëî äâóõáóêâåííûõ ñëîâ, íà÷èíàþ-ùèõñÿ ñ äàííîé áóêâû, ðàâíî 33. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî äâóõáóê-âåííûõ ñëîâ ðàâíî 33 · 33.á) Îïÿòü çà�èêñèðóåì ïåðâóþ áóêâó. Îñòàâøèåñÿ äâå áóêâû îáðàçó-þò äâóõáóêâåííîå ñëîâî, à êîëè÷åñòâî òàêèõ ñëîâ ìû óæå çíàåì � îíîðàâíî 332. Ïîýòîìó âñåãî òð¼õáóêâåííûõ ñëîâ 33 · 332.Îòâåò: à) 332; á) 333.Îáîáùàÿ ýòè ïðèìåðû, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ïðèíöèï (ïðàâèëî óìíî-æåíèÿ): åñëè ïåðâûé îáúåêò ìîæíî âûáðàòü m ñïîñîáàìè, è ïðè ëþáîìåãî âûáîðå âòîðîé îáúåêò ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè, òî êîëè÷åñòâîñïîñîáîâ âûáðàòü ïàðó èç ýòèõ äâóõ îáúåêòîâ ðàâíî mn.Ïðèìåð. Èç ïóíêòà À â ïóíêò Á âåäóò äâå äîðîãè, à èç Á â Â �÷åòûðå (ñì. ðèñ. 1). Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðîåõàòü èç À â Â?À Á Â�èñ. 1�åøåíèå. Òî, ÷òî ñïðàøèâàåòñÿ, ðàâíî 2 · 4.Îòâåò: 8. 3



Ïðèìåð. Òîò æå âîïðîñ äëÿ ðèñ. 2.
À Á Â��èñ. 2�åøåíèå. Ïóòè èç À â Â áûâàþò äâóõ âèäîâ: 1) èäóùèå ÷åðåç Á, 2)èäóùèå ÷åðåç �. Ïóòåé ïåðâîãî âèäà 2 · 4, âòîðîãî � 5 · 3. Çíà÷èò, ïóòåéèç À â Â âñåãî 2 · 4 + 5 · 3.Îòâåò: 23.Èíîãäà áûâàåò ïðîùå ïîñ÷èòàòü ÷èñëî îáúåêòîâ, íå îáëàäàþùèõòðåáóåìûì ñâîéñòâîì, è âû÷åñòü ýòî ÷èñëî èç îáùåãî êîëè÷åñòâà.Ïðèìåð. Ñêîëüêî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë ñîäåðæàò â ñâîåé çàïèñè õî-òÿ áû îäíó ÷¼òíóþ öè�ðó?�åøåíèå. Âñåãî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë 9 · 102 (íà ïåðâîì ìåñòå ìîæåòñòîÿòü ëþáàÿ èç 9 öè�ð, à íà âòîðîì è òðåòüåì � ëþáàÿ èç 10), ñðåäèíèõ 53 ÷èñåë, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç íå÷¼òíûõ öè�ð (â êàæäîì ðàçðÿäåìîæåò ñòîÿòü ëþáàÿ èç 5 íå÷¼òíûõ öè�ð), à âñåõ îñòàëüíûõ (êîëè÷åñòâîêîòîðûõ è íàäî íàéòè) 9 · 102 − 53.Îòâåò: 775.Ïðè ïîäñ÷¼òå îáúåêòîâ â òîé èëè èíîé êîìáèíàòîðíîé çàäà÷å çà÷à-ñòóþ ìîæíî ñîâåðøèòü íå òîëüêî àðè�ìåòè÷åñêóþ, íî è ëîãè÷åñêóþîøèáêó. Ê ïðèìåðó, ïðàâäîïîäîáíîå ñ âèäó ðàññóæäåíèå ìîæåò ïðè-âåñòè ê òîìó, ÷òî êàêèå-òî îáúåêòû áóäóò ïîñ÷èòàíû íåñêîëüêî ðàç.Ïîýòîìó ìû ðåêîìåíäóåì (îñîáåííî íà ïåðâûõ ïîðàõ) ïîñëå ïîëó÷åíèÿîòâåòà ïðîâåðÿòü åãî1 â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.Ïðèìåð. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû n òî÷åê è êàæäûå äâå èç íèõ ñî-åäèíåíû îòðåçêîì. Ñêîëüêî âñåãî ïðîâåäåíî îòðåçêîâ?1À õîðîøî áû åù¼ ïðîâåðÿòü ïðàâèëüíîñòü ñàìèõ ðàññóæäåíèé!4



Íà ïåðâûé âçãëÿä âñ¼ ïðîñòî: ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç n òî÷åê ñîåäè-íÿåòñÿ îòðåçêîì ñ êàæäîé èç îñòàëüíûõ n − 1 òî÷êîé, òî îáùåå ÷èñëîîòðåçêîâ ðàâíî n(n − 1). Îäíàêî óæå ïðè n = 2 ýòîò îòâåò íåâåðåí.Â ÷¼ì æå äåëî?À äåëî â òîì, ÷òî ìû ïîñ÷èòàëè êàæäûé îòðåçîê äâàæäû: ñíà÷àëàïðè ïîäñ÷¼òå îòðåçêîâ, âûõîäÿùèõ èç îäíîãî åãî êîíöà, à ïîòîì � èçäðóãîãî. Çíà÷èò, íà ñàìîì äåëå ïîñ÷èòàíî óäâîåííîå ÷èñëî îòðåçêîâ, àïðàâèëüíûé îòâåò òàêîé: n(n − 1)/2.Ïðèìåð. Ó ïðàâèëüíîãî îêòàýäðà 6 âåðøèí, èç êàæäîé âåðøèíûâûõîäèò 4 ðåáðà è âñå ãðàíè � ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè. Ñêîëüêî ð¼-áåð è ñêîëüêî ãðàíåé ó ïðàâèëüíîãî îêòàýäðà?�åøåíèå. 1. Óìíîæèâ ÷èñëî âåðøèí íà ÷èñëî ð¼áåð, âûõîäÿùèõ èçêàæäîé âåðøèíû, ïîëó÷èì óäâîåííîå ÷èñëî âñåõ ð¼áåð, êîòîðûõ, òàêèìîáðàçîì, 6 · 4/2 = 12.2. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ãðàíü îãðàíè÷åíà òðåìÿ ð¼áðàìè è êàæäîåðåáðî ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ äâóõ ãðàíåé, òî ãðàíåé ó îêòàýäðà 12·2/3 = 8.Îòâåò: 12, 8.Â ðàçîáðàííîì ïðèìåðå ïðè ïîäñ÷¼òå ÷èñëà ð¼áåð ìû ïðèìåíèëèòî æå ðàññóæäåíèå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå. Îáúÿñíèì ïîäðîá-íåå ïîäñ÷¼ò ÷èñëà ãðàíåé. �àçðåæåì îêòàýäð ïî âñåì ð¼áðàì è ïîëó÷èìã òðåóãîëüíèêîâ (ã � èñêîìîå ÷èñëî ãðàíåé) (ñì. ðèñ. 3). Îáùåå ÷èñëîñòîðîí ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ áóäåò â äâà ðàçà áîëüøå ÷èñëà ð¼áåð îêòàýä-ðà (ïîñëå ðàçðåçà êàæäîå ðåáðî çàìåíåíî íà äâà áåðåãà ðàçðåçà) è â òðèðàçà áîëüøå ÷èñëà åãî ãðàíåé. Îòñþäà è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 2 ·12 = 3ã.
�èñ. 3Ïðèìåð. Ìîæåò ëè êàæäûé èç 9 ó÷àñòíèêîâ øàõìàòíîãî òóðíèðà5



ñûãðàòü â í¼ì ïî 3 ïàðòèè?�åøåíèå. ×èñëî ñûãðàííûé ïàðòèé â òàêîì òóðíèðå äîëæíî áûòü
9 · 3/2, ÷òî íåâîçìîæíî, ò. ê. ýòî ÷èñëî íå öåëîå.Îòâåò: íåò.Çàäà÷è

√ 1◦. Èìååòñÿ 6 ÷àøåê è 2 áëþäöà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòüíàáîð èç ÷àøêè è áëþäöà?2◦. Â êèîñêå ïðîäàþòñÿ 5 âèäîâ êîíâåðòîâ è 4 âèäà ìàðîê. Ñêîëüêèìèñïîñîáàìè ìîæíî êóïèòü êîíâåðò ñ ìàðêîé?
√ 3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî äîáðàòüñÿ èç À â Å ïî äîðîãàì, èçîá-ðàæ¼ííûì íà ðèñ. 4?
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�èñ. 44. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ íåò öè�ð0 è 8?
√ 5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñåìèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ åñòü õî-òÿ áû îäíà ÷¼òíàÿ öè�ðà?6. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè â êëàññå èç 30 ÷åëîâåê ìîæíî âûáðàòü äâóõäåæóðíûõ?
√ 7. à) 10 äèïëîìàòîâ îáìåíÿëèñü ðóêîïîæàòèÿìè (êàæäûå äâà ïîæàëèäðóã äðóãó ðóêó). Ñêîëüêî áûëî ðóêîïîæàòèé?6



á) 10 äèïëîìàòîâ ñåëè çà êðóãëûé ñòîë è ðóêîïîæàòèÿìè îáìåíÿëèñüòîëüêî ñîñåäè. Ñêîëüêî áûëî ðóêîïîæàòèé?
√ 8∗. à) Ó ïðàâèëüíîãî äîäåêàýäðà 12 ãðàíåé è âñå îíè � ïðàâèëüíûåïÿòèóãîëüíèêè. Çíàÿ, ÷òî èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò ïî 3 ðåáðà1,íàéòè ÷èñëî âåðøèí è ÷èñëî ð¼áåð äîäåêàýäðà.á) Ó ïðàâèëüíîãî èêîñàýäðà 12 âåðøèí, 20 ãðàíåé è 30 ð¼áåð, âñåãðàíè � ïðàâèëüíûå n-óãîëüíèêè è èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò ïî mð¼áåð. Íàéòè m è n.9◦. Êðóãëûé òîðò óêðàøåí ïî ïåðèìåòðó âîñåìüþ ðîçî÷êàìè ðàçíîãîöâåòà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè åãî ìîæíî ðàçðåçàòü íà äâå ÷àñòè, ïðîâîäÿðàçðåç ÷åðåç äâå ðîçî÷êè?
√ 10. à) Ó n-óãîëüíèêà 9 äèàãîíàëåé. Íàéòè n.á) Ìîæåò ëè ó ìíîãîóãîëüíèêà áûòü 10 äèàãîíàëåé?
√ 11. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû 30 ñèíèõ è 25 çåë¼íûõ òî÷åê. �àññìîò-ðèì âñåâîçìîæíûå îòðåçêè õîðäû ñ êîíöàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ. Óñêîëüêèõ îòðåçêîâ êîíöû à) ðàçíîãî öâåòà; á) îäèíàêîâîãî öâåòà?� 2. Ïðèíöèï ÄèðèõëåÏðèíöèï Äèðèõëå îáû÷íî �îðìóëèðóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ½Åñëè 10êðîëèêîâ ðàññàæåíû ïî 9 êëåòêàì, òî õîòÿ áû â îäíîé êëåòêå ñèäèòáîëåå îäíîãî êðîëèêà�.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ2 ïðîâîäèòñÿ îò ïðîòèâíîãî: åñëèáû â êàæäîé êëåòêå áûëî íå áîëåå îäíîãî êðîëèêà, òî âñåãî áû èõ áûëîíå áîëåå 9, à èõ 10 � ïðîòèâîðå÷èå.Ñëåäóþùèå äâà ïðèìåðà íåïîñðåäñòâåííî ðåøàþòñÿ ïðè ïîìîùèïðèíöèïà Äèðèõëå.Ïðèìåð. Â øêîëå ó÷àòñÿ 400 ÷åëîâåê. Äîêàçàòü, ÷òî õîòÿ áû ó äâî-èõ èç íèõ äíè ðîæäåíèÿ â îäèí äåíü.�åøåíèå. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äíåé â ãîäó 365 èëè 366,÷òî â ëþáîì ñëó÷àå ìåíüøå 400.Ïðèìåð. Äîêàçàòü, ÷òî õîòÿ áû ó äâîèõ ó÷åíèêîâ êëàññà �àìèëèèíà÷èíàþòñÿ ñ îäíîé è òîé æå áóêâû, åñëè âñåãî â êëàññå1Ýòîò �àêò âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåãî óñëîâèÿ, íî ìû ñåé÷àñ íå áóäåì îòâëåêàòüñÿíà ãåîìåòðèþ.2È àíàëîãè÷íûõ åìó. 7



à) 34 ó÷åíèêà;á) 31 ó÷åíèê (âñå �àìèëèè � ðóññêèå).�åøåíèå. à) Â ðóññêîì àë�àâèòå 33 áóêâû; ýòî ìåíüøå ÷èñëà ó÷åíè-êîâ.á) Ñ áóêâ ½ú�, ½û� è ½ü� ñëîâà íå íà÷èíàþòñÿ, òàê ÷òî îñòà¼òñÿ 30áóêâ.�àññìîòðèì ÷óòü áîëåå ñëîæíûéÏðèìåð. 15 ðåáÿò ñîáðàëè 100 îðåõîâ. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâàèç íèõ íàáðàëè îäèíàêîâîå ÷èñëî îðåõîâ.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ðåáÿòà íàáðàëè ðàçíîå ÷èñëî îðå-õîâ. Òîãäà îáùåå ÷èñëî íàáðàííûõ îðåõîâ íå ìåíüøå 0+1+2+ . . .+14 =
14·15

2 = 105 > 100 � ïðîòèâîðå÷èå.Ïðèìåð. Â êëàññå èç 25 ó÷åíèêîâ ñðåäè ëþáûõ òðîèõ åñòü äâîåäðóçåé. Äîêàçàòü, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç ó÷åíèêîâ äðóæèò ïî ìåíüøåéìåðå ñ 12 îäíîêëàññíèêàìè.�åøåíèå. Âîçüì¼ì äâóõ ó÷åíèêîâ, êîòîðûå íå äðóæàò äðóã ñ äðóãîì(åñëè òàêèõ íåò, òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ) è ðàñ-ñìîòðèì âñåâîçìîæíûå òðîéêè, â êîòîðûå âõîäÿò ýòè äâîå. Ïîëó÷èì,÷òî êàæäûé èç 23 îñòàëüíûõ ó÷åíèêîâ äðóæèò õîòÿ áû ñ îäíèì èç ýòèõäâîèõ, à çíà÷èò, ñ êåì-òî èç íèõ äðóæèò íå ìåíåå 12 ó÷åíèêîâ.Ïðèíöèï Äèðèõëå ïðèìåíÿåòñÿ è â ãåîìåòðèè. Âîò åãî àíàëîã.Åñëè íà îòðåçêå äëèíû 1 ðàñïîëîæåíî íåñêîëüêî îòðåçêîâ ñ ñóììàð-íîé äëèíîé, áîëüøåé 1, òî õîòÿ áû äâà èç ýòèõ îòðåçêîâ èìåþò îáùóþâíóòðåííþþ òî÷êó.Ïîíÿòíî, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü äëÿãðàäóñíûõ ìåð óãëîâ, äëÿ ïëîùàäåé è îáú¼ìîâ �èãóð è ò. ï.Ïðèìåð. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíî n ïðÿìûõ, íèêàêèå äâå èç êîòî-ðûå íå ïàðàëëåëüíû. Äîêàçàòü, ÷òî óãîë ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿ èçíèõ íå áîëüøå 180◦

n .�åøåíèå. Äëÿ óäîáñòâà ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñ¼ì ïðÿìûå òàê, ÷òîáûîíè ïåðåñåêàëèñü â îäíîé òî÷êå. Òîãäà ýòè ïðÿìûå ðàçîáüþò ïëîñêîñòüíà 2n óãëîâ, â ñóììå äàþùèõ 360◦. Çíà÷èò, õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ óãëîâíå áîëüøå 360◦

2n = 180◦

n . 8



Çàäà÷è12◦. Ìîæíî ëè 60 ìîíåò ðàçëîæèòü ïî 12 êîøåëüêàì òàê, ÷òîáû ëþáûåäâà èç íèõ ñîäåðæàëè ðàçíîå êîëè÷åñòâî ìîíåò?
√ 13◦. 34 ïàññàæèðà åäóò â àâòîáóñå, êîòîðûé äåëàåò âñåãî 9 îñòàíîâîê,ïðè÷¼ì íîâûå ïàññàæèðû íè íà îäíîé èç íèõ íå âõîäÿò. Äîêàçàòü, ÷òîíàéäóòñÿ äâå îñòàíîâêè, íà êîòîðûõ âûéäåò îäèíàêîâîå ÷èñëî ïàññàæè-ðîâ (âîçìîæíî, íè îäíîãî).14◦. 25 ïîêóïàòåëåé êóïèëè 80 àðáóçîâ. Ñðåäè íèõ áûëè êóïèâøèå ïîîäíîìó è ïî äâà àðáóçà. Âåðíî ëè, ÷òî õîòÿ áû îäèí ïîêóïàòåëü êóïèëíå ìåíåå 4 àðáóçîâ?
√ 15◦. Äåñÿòü ñòóäåíòîâ ñîñòàâèëè 35 çàäà÷ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïè-àäû. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè íèõ áûëè ñòóäåíòû, êîòîðûå ñîñòàâèëè ïî 1,2 è 3 çàäà÷è. Äîêàçàòü, ÷òî õîòÿ áû îäèí ñòóäåíò ñîñòàâèë íå ìåíåå 5çàäà÷.
√ 16. Äîêàçàòü, ÷òî èç 82 ðàçíîöâåòíûõ øàðîâ ìîæíî âûáðàòü èëè 10øàðîâ ðàçíûõ öâåòîâ, èëè 10 øàðîâ îäíîãî öâåòà.
√ 17. Äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì êëàññå íàéäóòñÿ äâà øêîëüíèêà, èìåþùèåîäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî äðóçåé â ýòîì êëàññå.
√ 18◦. Ñòî ÷åëîâåê ñèäÿò çà êðóãëûì ñòîëîì, ïðè÷¼ì áîëåå ïîëîâèíû èçíèõ � ìóæ÷èíû. Äîêàçàòü, ÷òî êàêèå-òî äâà ìóæ÷èíû ñèäÿò íàïðîòèâäðóã äðóãà.
√ 19. Ñóøà çàíèìàåò áîëüøå ïîëîâèíû ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû Çÿìëÿì.Äîêàçàòü, ÷òî çÿìëÿìèòÿíå ñìîãóò ïðîêîïàòü ïðÿìîé òóííåëü, ïðîõî-äÿùèé ÷åðåç öåíòð ïëàíåòû è ñîåäèíÿþùèé ñóøó ñ ñóøåé.
√ 20. Ñóùåñòâóåò ëè òàáëèöà 100 × 100, çàïîëíåííàÿ −1, 0, 1, òàêàÿ, ÷òîâñå ñóììû ïî ñòðîêàì, ïî ñòîëáöàì è ïî äâóì áîëüøèì äèàãîíàëÿìðàçëè÷íû?
√ 21∗. 30 ñòóäåíòîâ ñî âñåõ ïÿòè êóðñîâ ñîñòàâèëè 40 çàäà÷. Ëþáûå äâàîäíîêóðñíèêà ïðèäóìàëè îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî çàäà÷, ëþáûå äâà ñòó-äåíòà ñ ðàçíûõ êóðñîâ ïðèäóìàëè ðàçíîå êîëè÷åñòâî çàäà÷. Ñêîëüêîñòóäåíòîâ ïðèäóìàëè ïî îäíîé çàäà÷å?22∗. Øåñòåðî äðóçåé ðåøèëè â âîñêðåñåíüå ïîáûâàòü â ñåìè êèíîòåàò-ðàõ, ñåàíñû â êîòîðûõ íà÷èíàþòñÿ â 9, 10, 11, . . . , 18 è 19 ÷àñîâ. Íàêàæäûé ñåàíñ äâîå èç íèõ øëè â îäèí êèíîòåàòð, îñòàëüíûå â äðóãîé.Âå÷åðîì âûÿñíèëîñü, ÷òî êàæäûé èç íèõ ïîáûâàë â ýòîò äåíü âî âñåõ9



ñåìè êèíîòåàòðàõ. Äîêàçàòü, ÷òî â êàæäîì èç ñåìè êèíîòåàòðîâ õîòÿáû íà îäíîì ñåàíñå íå áûë íèêòî èç äðóçåé.
√ 23∗. Øêîëüíèê â òå÷åíèå ãîäà êàæäûé äåíü ðåøàåò õîòÿ áû ïî îäíîéçàäà÷å. Êàæäóþ íåäåëþ îí ðåøàåò íå áîëåå 12 çàäà÷. Äîêàçàòü, ÷òîíàéä¼òñÿ íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûõ äíåé, â êîòîðûå îí ðåøàåò ðîâíî20 çàäà÷.24⋆. Ó êàæäîãî èç 33 ó÷åíèêîâ ñïðîñèëè, ñêîëüêî ó íåãî â êëàññå ò¼-çîê è ñêîëüêî îäíî�àìèëüöåâ. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè íàçâàííûõ ÷èñåëâñòðåòèëèñü âñå öåëûå îò 0 äî 10 âêëþ÷èòåëüíî. Äîêàçàòü, ÷òî â êëàññååñòü äâà ó÷åíèêà ñ îäèíàêîâûì èìåíåì è �àìèëèåé.25⋆. Äàí ïðàâèëüíûé 45-óãîëüíèê. Ìîæíî ëè â åãî âåðøèíàõ ðàññòà-âèòü öè�ðû îò 0 äî 9 òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ öè�ðíàøëàñü ñòîðîíà, êîíöû êîòîðîé çàíóìåðîâàíû ýòèìè öè�ðàìè?
√ 26◦.Äîêàçàòü, ÷òî ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê íåëüçÿ ïîêðûòü äâóìÿ ìåíü-øèìè ïðàâèëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè.27. Ïîêðûâàåòñÿ ëè êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1,5 òðåìÿ êâàäðàòàìè ñî ñòî-ðîíîé 1?
√ 28. Äîêàçàòü, ÷òî ó ëþáîãî ìíîãîãðàííèêà íàéäóòñÿ äâå ãðàíè, èìåþ-ùèå îäèíàêîâîå ÷èñëî ñòîðîí.29⋆. à) Íà ïðÿìóþ êàïíóëà êëÿêñà äëèíû áîëüøå 1. Äîêàçàòü, ÷òî ñó-ùåñòâóþò òàêèå òî÷êè a è b âíóòðè êëÿêñû, ÷òî a − b � öåëîå ÷èñëî.á) Íà ïëîñêîñòü Oxy êàïíóëà êëÿêñà ïëîùàäè áîëüøå 1. Äîêàçàòü,÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå òî÷êè êëÿêñû A = (x1, y1) è B = (x2, y2), ÷òî

x1 − x2 è y1 − y2 � öåëûå ÷èñëà.30⋆. Êàêèì íàèìåíüøèì ÷èñëîì êðóãîâ ðàäèóñà 1 ìîæíî ïîëíîñòüþïîêðûòü êðóã ðàäèóñà 2? (Êðóãè ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ äðóã íà äðóãà èâûñòóïàòü çà êðàé áîëüøîãî êðóãà.)31⋆. Ó Âàñè 28 îäíîêëàññíèêîâ. Ó íèõ ðàçëè÷íîå ÷èñëî äðóçåé â ýòîìêëàññå. Ñêîëüêî äðóçåé ó Âàñè?� 3. ÏåðåñòàíîâêèÄëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð.Ïðèìåð. Ñêîëüêî ñëîâ (íå îáÿçàòåëüíî îñìûñëåííûõ) ìîæíî ïîëó-÷èòü, ïåðåñòàâëÿÿ áóêâû â ñëîâå ÄÓÁ?10



�åøåíèå. Íà ïåðâîå ìåñòî ìîæíî ïîñòàâèòü ëþáóþ èç òð¼õ áóêâ,íà âòîðîå � ëþáóþ èç äâóõ îñòàâøèõñÿ, à áóêâà íà òðåòüåì ìåñòå óæåîïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. Ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ïîëó÷àåì 3 · 2 · 1 = 6.Îòâåò: 6.Ñïîñîá ïîñòàâèòü â ðÿä n ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ íàçûâàåòñÿ ïåðåñòà-íîâêîé ýòèõ îáúåêòîâ. Â íàøåì ïðèìåðå ñóùåñòâóåò 6 ïåðåñòàíîâîêáóêâ ñëîâà ÄÓÁ: ÄÓÁ, ÄÁÓ, ÓÄÁ, ÓÁÄ, ÁÄÓ, ÁÓÄ.×èñëî ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ îáîçíà÷àåòñÿ Pn. Âû÷èñëåíèå
Pn àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ ïðèìåðà: íà ïåðâîå ìåñòî ìîæíî ïîñòàâèòüëþáîé èç n îáúåêòîâ, íà âòîðîå � ëþáîé èç n − 1 îñòàâøèõñÿ, . . . , íàïðåäïîñëåäíåå � ëþáîé èç äâóõ îñòàâøèõñÿ è, íàêîíåö, ïîñëåäíåå ìåñòîîñòàíåòñÿ äëÿ ïîñëåäíåãî îáúåêòà. Çíà÷èò, Pn = n · (n − 1) · . . . · 2 · 1.Ïðîèçâåäåíèå âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n íàçûâàåòñÿ �àê-òîðèàëîì ÷èñëà n è îáîçíà÷àåòñÿ n! (÷èòàåòñÿ ¾ýí �àêòîðèàë¿): n! =
= 1 · 2 · 3 · . . . · n. Äëÿ óäîáñòâà ñ÷èòàþò 0! = 1! = 1. Èòàê,

Pn = n!. (1)Ïðèìåð. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû â ñëîâåÇÀÄÀ×À?Ýòîò ïðèìåð îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî òåì, ÷òî òåïåðü â ñëîâååñòü îäèíàêîâûå áóêâû, à èìåííî, áóêâà À âñòðå÷àåòñÿ 3 ðàçà.�åøåíèå. Áóäåì âðåìåííî ðàçëè÷àòü áóêâû À, ïîìåòèâ èõ èíäåê-ñàìè: ÇÀ1ÄÀ2×À3. ×èñëî ñïîñîáîâ ïåðåñòàâèòü áóêâû â òàêîì ñëîâåðàâíî ÷èñëó ïåðåñòàíîâîê èç 6 ýëåìåíòîâ, ò. å. 6!. Òåïåðü, åñëè ñòåðåòüìåòêè 1, 2, 3, òî ïåðåñòàíîâêè, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì áóêâÀ, ñòàíóò îäèíàêîâûìè. Òàêèì îáðàçîì, êàæäóþ ïåðåñòàíîâêó ìû ïî-ñ÷èòàëè 3! ðàç (ýòî ÷èñëî ñïîñîáîâ ïåðåñòàâèòü áóêâû À1, À2 è À3).Ïîýòîìó èñêîìîå êîëè÷åñòâî ðàâíî 6!/3! = 6 · 5 · 4 = 120.Îòâåò: 120.Ïðèìåð. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû â ñëîâåÊÎËÎÊÎË?�åøåíèå. Âñåãî â ñëîâå 7 áóêâ. Âçÿâ P7 = 7!, ìû ïîñ÷èòàåì êàæäóþïåðåñòàíîâêó 3! · 2! · 2! ðàç (÷èñëî ñïîñîáîâ ïåðåñòàâèòü áóêâû Ê ðàâíî
3!, Î è Ë � ïî 2!). Îòñþäà ïîëó÷àåì îòâåò 7!

3!·2!·2! = 210.Îòâåò: 210. 11



Ýòè äâà ïðèìåðà èëëþñòðèðóþò ïîíÿòèå ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðå-íèÿìè. �àññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü åñòü k1 ïðåäìåòîâ 1-ãî òèïà,
k2 � 2-ãî, . . . , km �m-ãî òèïà. Ñïîñîá ïîñòàâèòü ýòè n = k1+k2+. . .+kmïðåäìåòîâ â ðÿä íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé èç n ýëåìåíòîâ ñ çàäàííûì÷èñëîì ïîâòîðåíèé k1, k2, . . . , km. ×èñëî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê îáîçíà÷à-åòñÿ P̄k1,k2,...,km

è âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
P̄k1,k2,...,km

=
(k1 + . . . + km)!

k1! k2! . . . km!
, (2)âûâîä êîòîðîé àíàëîãè÷åí ðåøåíèþ òîëüêî ÷òî ðàçîáðàííûõ ïðèìåðîâ.Ïðèìåð. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçäàòü âñå 28 êîñòåé äîìè-íî 4 èãðîêàì?�åøåíèå. Çàíóìåðóåì èãðîêîâ è îòìåòèì êàæäóþ êîñòü íîìåðîì èã-ðîêà, êîòîðûé ïîëó÷àåò ýòó êîñòü. Ïîëó÷èì ïåðåñòàíîâêó ÷èñåë 1, 2, 3,4, â êîòîðîé êàæäîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ 28/4 = 7 ðàç. ßñíî, ÷òî èñêîìîå÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçäàòü êîñòè ðàâíî ÷èñëó ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè

P̄7,7,7,7 = 28!
(7!)4 .Îòâåò: 28!

(7!)4 .Ïðèìåð. Â äåòñêîì ñàäó òàðåëêè óêðàøåíû ïî ïåðèìåòðó êðóæ-êàìè. Âñåãî êðóæêîâ íà êàæäîé òàðåëêå 7 è âñå îíè ðàçíûõ öâåòîâ.Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàðåëîê, ðàñêðàøåííûõ ïî-ðàçíîìó?�åøåíèå. Âîçüì¼ì åù¼ íå ðàñêðàøåííóþ òàðåëêó è óêðàñèì å¼ îä-íèì êðóæêîì ëþáîãî èç 7 öâåòîâ. Îñòàíåòñÿ íàðèñîâàòü åù¼ 6 êðóæêîâîñòàëüíûìè öâåòàìè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü 6! ñïîñîáàìè.Îòâåò: 720.Ìîæíî áûëî ðàññóæäàòü èíà÷å. Ïî êàæäîé èç 7! ïåðåñòàíîâîê 7 öâå-òîâ îïðåäåëèì ðàñêðàñêó òàðåëêè òàê: êðóæêè ðàñïîëîæèì ïî ÷àñîâîéñòðåëêå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðåñòàíîâêîé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðåñòàíîâ-êè, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà öèêëè÷åñêèìè ñäâèãàìè, îïðåäåëÿþòîäíó è òó æå ðàñêðàñêó òàðåëêè (âåäü íå âàæíî, ñ êàêîãî öâåòà íà÷èíàòüðàñêðàñêó!). Âñåãî æå ïåðåñòàíîâîê, îïðåäåëÿþùèõ îäíó è òó æå ðàñ-êðàñêó, 7 (íà ïåðâîì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü ëþáîé èç 7 öâåòîâ, îñòàëüíûåîïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî). Çíà÷èò, ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü òàðåë-êó (èëè, ÷òî òî æå, ÷èñëî ïî-ðàçíîìó ðàñêðàøåííûõ òàðåëîê) ðàâíî
7!/7 = 6!.Ïðèìåð. Ñêîëüêèìè ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî12



ðàñêðàñèòü ãðàíè êóáà â 6 ðàçíûõ öâåòîâ? (�àñêðàñêè, ïåðåõîäÿùèåäðóã â äðóãà ïðè âðàùåíèè êóáà, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.)�åøåíèå. Âñåãî ñóùåñòâóåò 6! ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü íåïîäâèæíûéêóá. Âîçüì¼ì êàêîé-íèáóäü ðàñêðàøåííûé êóá è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîöâåò åãî íèæíåé ãðàíè ñèíèé. Ïîñ÷èòàåì ÷èñëî êóáîâ ñ ñèíåé íèæíåéãðàíüþ, ðàñêðàøåííûõ òàê æå. Ýòî � êóáû, ïîëó÷åííûå èç äàííîãî ïî-âîðîòàìè âîêðóã âåðòèêàëüíîé öåíòðàëüíîé îñè íà óãëû 0◦, 90◦, 180◦,
270◦ � âñåãî 4 êóáà. Äàëåå â ñèíèé öâåò ìîæåò áûòü ïîêðàøåíà ëþ-áàÿ èç 6 ãðàíåé, è âðàùåíèåì âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû îíà ñòàëàíèæíåé. Ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ïîëó÷àåì 4 · 6 êóáîâ, ðàñêðàøåííûõîäèíàêîâî. Çíà÷èò, ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê âñåãî 6!

4·6 = 2 · 3 · 5 = 30.Îòâåò: 30.Çàäà÷è32◦. Ñêîëüêî ñëîâ (â òîì ÷èñëå áåññìûñëåííûõ) ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðå-ñòàâëÿÿ áóêâû â ñëîâåà) ½ìàòåìàòèêà�;á) ½ãåîìåòðèÿ�?Â êàêîì ñëó÷àå áîëüøå ïåðåñòàíîâîê?
√ 33. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò âñòàòü â êðóã n ÷åëîâåê, åñëè ðàññòà-íîâêè, â êîòîðûõ ó êàæäîãî ÷åëîâåêà ñîñåäè îäíè è òå æå, íî â äðóãîìïîðÿäêå, ñ÷èòàþòñÿ à) ðàçíûìè; á) îäèíàêîâûìè?34⋆. Ïóñòü Pn(k) � ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê n îáúåêòîâ, îñòàâëÿþùèõ ðîâíî

k èç íèõ íà ñâîèõ ìåñòàõ. Äîêàçàòü, ÷òî Pn(1)+2Pn(2)+. . .+nPn(n) = n!.
√ 35◦. Ñêîëüêî îæåðåëèé ìîæíî ñîñòàâèòü èçà) 10 îäèíàêîâûõ áóñèíîê;á) 5 îäèíàêîâûõ îäíîãî öâåòà è äâóõ îäèíàêîâûõ äðóãîãî öâåòà;â) 4 ñèíèõ, 3 êðàñíûõ è 2 áåëûõ îäíîãî ðàçìåðà?(Îæåðåëüÿ ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè èõ ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãèç äðóãà ïîâîðà÷èâàíèåì è ïåðåâîðà÷èâàíèåì.)36. Ñêîëüêèìè ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðà-ñèòü â ðàçíûå öâåòà ãðàíèà)◦ ïðàâèëüíîãî òåòðàýðà (ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû);√ á)∗ ïðàâèëüíîãî îêòàýäðà (ñì. ðèñ. 3);â)⋆ ïðàâèëüíîãî äîäåêàýäðà è ïðàâèëüíîãî èêîñàýäðà (ñì. çàäà÷ó 8)?13



√ 37. Ñêîëüêèìè ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðà-ñèòü ãðàíè êóáà â äâà öâåòà?
√ 38. Åñëè íàïèñàòü öè�ðû îò 0 äî 9 íà ëèñòå áóìàãè è ïåðåâåðíóòü åãî,òî öè�ðû 0, 1 è 8 íå èçìåíÿòñÿ, öè�ðû 6 è 9 ïåðåéäóò äðóã â äðóãà,à îñòàëüíûå öè�ðû ïîòåðÿþò ñìûñë. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò n-çíà÷íûõ÷èñåë, êîòîðûå ïîñëå ïåðåâîðà÷èâàíèÿà) íå ìåíÿþòñÿ;á) òåðÿþò ñìûñë?(Äîïóñêàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ.)� 4. �àçìåùåíèÿÂåðí¼ìñÿ êî âòîðîìó ïðèìåðó èç � 1 è îáîáùèì åãî. Ïóñòü â àë�àâèòå

n áóêâ è íóæíî ñîñòàâèòü k-áóêâåííîå ñëîâî. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòîìîæíî ñäåëàòü? Ñ÷èòàåì: íà êàæäóþ èç k ïîçèöèé â ñëîâå ìîæíî ïîñòà-âèòü ëþáóþ èç n áóêâ, èòîãî nk ñëîâ. Óïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà äëèíû kèç îáúåêòîâ n òèïîâ íàçûâàåòñÿ ðàçìåùåíèåì ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ïî
k; ÷èñëî òàêèõ ðàçìåùåíèé ðàâíî nk.Ïîíÿòèå ðàçìåùåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé îáúÿñíèì íà ñëåäóþùåì ïðè-ìåðå.Ïðèìåð. Íà øêîëüíîì ñîáðàíèè âûáèðàþò ñòàðîñòó, ïîìîùíèêàñòàðîñòû è äåæóðíîãî (ïðè÷¼ì ýòî äîëæíû áûòü ðàçíûå ëþäè). Ñêîëü-êèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè â êëàññå ó÷èòñÿ 30 ÷åëîâåê?�åøåíèå. Ñòàðîñòîé ìîæåò áûòü ëþáîé èç 30 ÷åëîâåê, ïîìîùíèêîìñòàðîñòû � ëþáîé èç 29 îñòàëüíûõ è äåæóðíûì � ëþáîé èç 28 îñòàâ-øèõñÿ. Âñåãî 30 · 29 · 28 ñïîñîáîâ.Îòâåò: 30 · 29 · 28.Ïóñòü òåïåðü äàíû n îáúåêòîâ è ÷èñëî k îò 0 äî n. �àçìåùåíèåì (áåçïîâòîðåíèé) èç n ýëåìåíòîâ ïî k íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêàäëèíû k èç ýòèõ n îáúåêòîâ, ãäå êàæäûé îáúåêò âñòðå÷àåòñÿ ïî îäíîìóðàçó. ×èñëî òàêèõ ðàçìåùåíèé îáîçíà÷àåòñÿ Ak

n è, ïî àíàëîãèè ñ òîëüêî÷òî ðàçîáðàííûì ïðèìåðîì, âû÷èñëÿåòñÿ òàê:
Ak

n = n(n − 1) . . . (n − (k − 1)) =
n!

(n − k)!
. (3)Â ÷àñòíîñòè, ïðè k = n ïîëó÷àåì ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê: An

n = Pn; ïðè
k = 0 ïîëó÷àåì åäèíñòâåííóþ ïóñòóþ âûáîðêó: A0

n = 1.14



Çàäà÷è
√ 39◦. Áóêâû àçáóêè Ìîðçå îáðàçóþòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê èòèðå. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ áóêâ ìîæíî îáðàçîâàòü, èñïîëüçóÿ êîäû, ñî-äåðæàùèå à) 7 ñèìâîëîâ; á) íå áîëåå 7 ñèìâîëîâ, íî íå ìåíåå 1?40◦. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè â �óòáîëüíîé êîìàíäå èç 11 ÷åëîâåê ìîæíîâûáðàòü âðàòàðÿ è öåíòðàëüíîãî íàïàäàþùåãî?41◦. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç êîëîäû â 36 êàðò ïî îä-íîé êàðòå à) êàæäîé ìàñòè; á) êàæäîãî äîñòîèíñòâà; â) êàæäîé ìàñòè,ïðè÷¼ì âñå âûáðàííûå êàðòû äîëæíû áûòü ðàçíîãî äîñòîèíñòâà?42. Ìîæíî ëè, èñïîëüçóÿ 3 öâåòà, ïî-ðàçíîìó ðàñêðàñèòü ñòîðîíû 50ïðàâèëüíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ? (Êàæäàÿ ñòîðîíà äîëæíà áûòü ïîêðàøå-íà â îäèí öâåò; ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå âñå öâåòà; ðàñêðàñêè, ïîëó÷àþ-ùèåñÿ äðóã èç äðóãà ïîâîðîòîì âîêðóã öåíòðà, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâû-ìè.)
√ 43. Àâòîìîáèëüíûå íîìåðà ñîñòîÿò èç îäíîé, äâóõ èëè òð¼õ áóêâ è ÷å-òûð¼õ öè�ð (ñíà÷àëà èäóò áóêâû, çàòåì � öè�ðû). Íàéòè ÷èñëî òàêèõíîìåðîâ, åñëè èñïîëüçóþòñÿ 10 öè�ð è 33 áóêâû.44. Â êîìíàòå îáùåæèòèÿ æèâóò òðîå ñòóäåíòîâ. Ó íèõ åñòü 4 ÷àøêè,5 áëþäåö è 6 ÷àéíûõ ëîæåê, ïðè÷¼ì âñå ÷àøêè, áëþäöà è ëîæêè îòëè-÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ñòóäåíòû ìîãóò íàêðûòüñòîë äëÿ ÷àåïèòèÿ (êàæäûé ïîëó÷àåò ÷àøêó, áëþäöå è ëîæêó)?
√ 45∗. Â ñîðåâíîâàíèè ïî ãèìíàñòèêå ó÷àñòâóþò 10 ÷åëîâåê. Òðîå ñóäåéäîëæíû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïðîíóìåðîâàòü èõ â ïîðÿäêå, îòðàæà-þùåì èõ âûñòóïëåíèå â ñîðåâíîâàíèè. Ïîáåäèòåëåì ñ÷èòàåòñÿ òîò, êîãîíàçîâóò ïåðâûì õîòÿ áû äâîå ñóäåé. Â êàêîé äîëå ñëó÷àåâ ïîáåäèòåëüñîðåâíîâàíèÿ áóäåò îïðåäåë¼í?
√ 46∗. à) Íàéòè ñóììó âñåõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìîæíî íàïèñàòüñ ïîìîùüþ öè�ð 1, 2, 3, 4, 5.á) Òîò æå âîïðîñ ïðè óñëîâèè, ÷òî â çàïèñè êàæäîãî ÷èñëà íåò îäè-íàêîâûõ öè�ð.
√ 47. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, êðàòíûõ 4 è ñîñòàâëåí-íûõ èç öè�ð 1, 2, 3, 4, 5? 15



� 5. Ñî÷åòàíèÿîòëè÷àþòñÿ îò ðàçìåùåíèé òåì, ÷òî â íèõ íå âàæåí ïîðÿäîê âûáðàííûõîáúåêòîâ. Èíûìè ñëîâàìè, ñî÷åòàíèåì èç n ïî k íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿ-äî÷åííàÿ âûáîðêà, ñîäåðæàùàÿ êàêèå-òî k èç ýòèõ n îáúåêòîâ, èëè k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî äàííîãî n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ.×èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî k îáîçíà÷àåòñÿ Ck
n èëè (

n
k

) (ìû áóäåì ïðèäåð-æèâàòüñÿ ïåðâîãî îáîçíà÷åíèÿ).Ïîñêîëüêó íåóïîðÿäî÷åííóþ k-ýëåìåíòíóþ âûáîðêó ìîæíî óïîðÿ-äî÷èòü Pk = k! ñïîñîáàìè, ÷èñëî Ak
n ðàçìåùåíèé â k! ðàç áîëüøå ÷èñëà

Ck
n ñî÷åòàíèé, îòêóäà ñ ó÷¼òîì (3) ïîëó÷àåì �îðìóëó äëÿ ÷èñëà ñî÷å-òàíèé:

Ck
n =

n!

(n − k)! k!
. (4)Íàïðèìåð, òð¼õ ÷åëîâåê èç òðèäöàòè ìîæíî âûáðàòü 30·29·28

3·2·1 ñïîñî-áàìè.Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííóþ �îðìóëó äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé ñ �îðìóëîé (2),ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî Ck
n = P̄k, n−k. Ýòî íå ñëó÷àéíî. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîìóñî÷åòàíèþ èç n ïî k ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñòðîêó äëèíû n èç íóëåé è åäèíèö,â êîòîðîé íà i-ì ìåñòå ñòîèò åäèíèöà, åñëè i-é ýëåìåíò âõîäèò â ñî÷åòàíèå,è íîëü, åñëè íå âõîäèò. Çíà÷èò, Ck

n ðàâíî ÷èñëó ñòðîê èç k åäèíèö è n − kíóëåé, à ýòî è åñòü P̄k, n−k. Ýòî ðàññóæäåíèå ÿâëÿåòñÿ åù¼ îäíèì ñïîñîáîìäîêàçàòåëüñòâà �îðìóëû (4).Áèíîì Íüþòîíà. �àñêðîåì ñêîáêè â âûðàæåíèè
(a + b)n = (a + b)(a + b) . . . (a + b)

︸ ︷︷ ︸

n ñêîáîê .Ïîñêîëüêó èç êàæäîé ñêîáêè ìîæíî âçÿòü ëþáóþ èç äâóõ áóêâ, à âñåãîñêîáîê n, ïðè èõ ðàñêðûòèè ïîëó÷èòñÿ ñóììà 2n ñëàãàåìûõ, êàæäîåèç êîòîðûõ èìååò âèä an−kbk äëÿ íåêîòîðîãî k îò 0 äî n. Ïðèâåä¼ìïîäîáíûå. Êîý��èöèåíò ïðè ñëàãàåìîì an−kbk (ïðè �èêñèðîâàííîì k)ðàâåí ÷èñëó ñïîñîáîâ âçÿòü èç n ñêîáîê k áóêâ b, ò. å. Ck
n. Èòàê, ïîëó÷àåì�îðìóëó

(a + b)n = an + C1
nan−1b + . . . + Ck

nan−kbk + . . . + Cn−1
n abn−1 + bn, (5)íàçûâàåìóþ �îðìóëîé áèíîìà Íüþòîíà. Ïîýòîìó ÷èñëà Ck

n íàçûâàþò-ñÿ åù¼ è áèíîìèàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè.Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ n = 2 è n = 3 ðàâåíñòâî (5) ïðåâðàùàåòñÿâ �îðìóëû ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ (êâàäðàò ñóììû è êóá ñóììû):16



(a+ b)2 = a2 +2ab+ b2, (a+ b)3 = a3 +3a2b+3ab2 + b3; ïðè n = 0 è n = 1ïîëó÷àþòñÿ òðèâèàëüíûå ðàâåíñòâà.Ñâîéñòâà áèíîìèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà(à òàêæå òîæäåñòâà ñ áèíîìèàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, îñòàâëåííûåâ êà÷åñòâå çàäà÷ â êîíöå ïàðàãðà�à) ìîãóò áûòü äîêàçàíû ïðè ïîìîùè�îðìóëû (4). Îäíàêî ìíîãèå èç íèõ ìîæíî äîêàçàòü ãîðàçäî èçÿùíååïðè ïîìîùè êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé èëè áèíîìà Íüþòîíà.Ñèììåòðèÿ: Ck
n = Cn−k

n . Äåéñòâèòåëüíî, âñÿêàÿ k-ýëåìåíòíàÿ âû-áîðêà èç n ýëåìåíòîâ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò âûáîðêó èç n−k îñòàëüíûõýëåìåíòîâ. Òàê æå ïðîñòî ýòî âèäíî è èç �îðìóëû (4), â êîòîðîé ïðèçàìåíå k íà n − k ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè �àêòîðèàëû â çíàìåíàòåëå.Îñíîâíîå áèíîìèàëüíîå òîæäåñòâî: Ck
n+1 = Ck−1

n + Ck
n. Âîçüì¼ì

n áåëûõ è îäèí ÷¼ðíûé øàð è ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíîâûáðàòü èç íèõ k øàðîâ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ÷èñëî ðàâíî Ck
n+1. Ñ äðó-ãîé ñòîðîíû, âñå âûáîðêè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû: ñîäåðæàùèå÷¼ðíûé øàð (òàêèõ Ck−1

n ) è íå ñîäåðæàùèå (òàêèõ Ck
n).Ñóììà áèíîìèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ: C0

n + C1
n + . . . + Cn

n = 2n.Ýòó �îðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü ïîäñòàíîâêîé a = b = 1 â áèíîì Íüþ-òîíà. Åñòü è äðóãîé � êîìáèíàòîðíûé � ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà. Ïî-ñ÷èòàåì ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. Ñ îäíîé ñòîðî-íû, âñå ïîäìíîæåñòâà ìîæíî êëàññè�èöèðîâàòü ïî êîëè÷åñòâó ýëåìåí-òîâ; ò. ê. k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ðîâíî Ck
n , âñåãî ïîäìíîæåñòâ áóäåò

C0
n+C1

n+. . .+Cn
n . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîå ïîäìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿòåì, êàêèå ýëåìåíòû â íåãî âõîäÿò, à êàêèå íåò. Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäî-ãî èç n ýëåìåíòîâ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà åñòü äâå âîçìîæíîñòè: âõîäèòüèëè íå âõîäèòü â ïîäìíîæåñòâî, ïîäìíîæåñòâ âñåãî 2n.Ïðèìåð. Äîêàçàòü òîæäåñòâî (C0

n)2 + (C1
n)2 + . . . + (Cn

n )2 = Cn
2n.�åøåíèå. ×èñëî Cn

2n ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ âûáðàòü n øàðîâ èç 2n.Ïîñ÷èòàåì ýòî ÷èñëî ñïîñîáîâ ïî-äðóãîìó. Ïîêðàñèì n øàðîâ â áåëûéöâåò è n â ÷¼ðíûé. Òîãäà âûáîðîê, ñîäåðæàùèõ k áåëûõ è n− k ÷¼ðíûõøàðîâ, ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ Ck
nCn−k

n . Îñòà¼òñÿ ïðîñóììèðîâàòüýòè âûðàæåíèÿ ïî âñåì k îò 0 äî n è ó÷åñòü, ÷òî Cn−k
n = Ck

n.Ïðèìåð1. Âû÷èñëèòü C0
n − C2

n + C4
n − . . . + (−1)[n/2]C

2[n/2]
n .(Çàïèñü [x] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà x, ò. å. íàèáîëüøåå öåëîå÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.)1Äëÿ òåõ, êòî çíàêîì ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.17



�åøåíèå. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (1+ i)n ïî �îðìóëå áèíîìà Íüþ-òîíà:
(1+i)n =

n∑

k=0

Ck
nik =⇒ Re (1+i)n = C0

n−C2
n+C4

n−. . .+(−1)[n/2]C [n/2]
n ,ò. ê. i2k = (−1)k, i2k+1 = (−1)ki.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî �îðìóëå Ìóàâðà

(1 + i)n =
(√

2
)n

(cos π
4 + i sin π

4 )n = 2n/2(cos πn
4 + i sin πn

4 ).Îòâåò: 2n/2 cos πn
4 .Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå äëÿ áûñòðîãî ïîäñ÷¼òà ñóììû ìû ïðèìåíèìñòàíäàðòíûé òðþê: èñêîìóþ ñóììó óäâîèì è â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèèñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå ïàðàìè (ïåðâîå ñ ïîñëåäíèì, âòîðîå � ñ ïðåä-ïîñëåäíèì è ò. ä.). Ýòî ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá âîñïîëüçîâàòüñÿ ñèììåò-ðèåé áèíîìèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ.Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü n∑

k=0

k Ck
n = 0C0

n + 1C1
n + 2C2

n + . . . + nCn
n .�åøåíèå. Ïóñòü èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà S. Òîãäà ò. ê. Ck

n = Cn−k
n , òî

S = (0C0
n + nCn

n ) + (C1
n + (n − 1)Cn−1

n ) + . . . + (nCn
n + 0C0

n) =

= n(C0
n + C1

n + . . . + Cn
n ) = n2n,ñëåäîâàòåëüíî, S = n2n−1.Îòâåò: n2n−1.Èíîãäà ïåðåä óäâîåíèåì ñóììû ê íåé íóæíî ïðèáàâèòü (èëè èçíå¼ âû÷åñòü) åù¼ êàêèå-òî ñëàãàåìûå äëÿ ïîñëåäóþùåé ãðóïïèðîâêè.Â òîëüêî ÷òî ðàçîáðàííîì ïðèìåðå ìû ýòî ñäåëàëè â ñàìîì çàäàíèè,ïðèïèñàâ â íà÷àëå íóëåâîå ñëàãàåìîå.Òîò æå ïðè¼ì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è äëÿ çíàêîïåðåìåííûõ ñóìì.Ïðè ýòîì åñëè âîçíèêàþò òðóäíîñòè ñ ìíîæèòåëåì (−1)n, òî âñåãäàìîæíî ðàçîáðàòü äâà ñëó÷àÿ: n � ÷¼òíîå è n � íå÷¼òíîå.Èíîãäà ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü ïåðåä áèíîìèàëüíûì êîý��èöèåíòîììîæíî ñïðÿòàòü âíóòðü íåãî, ðàñïèñàâ áèíîìèàëüíûé êîý��èöèåíò ÷å-ðåç �àêòîðèàëû, íàïðèìåð:

n + 1

k + 1
Ck

n =
(n + 1)n!

(k + 1) k! (n − k)!
=

(n + 1)!

(k + 1)! ((n + 1) − (k + 1))!
= Ck+1

n+1.18



Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ. Îñíîâíîå áèíîìèàëüíîå òîæäåñòâî ïîçâîëÿ-åò ðàñïîëîæèòü áèíîìèàëüíûå êîý��èöèåíòû â âèäå áåñêîíå÷íîé òðå-óãîëüíîé òàáëèöû, èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñ. 5. Â íåé ïî êðàÿì ñòîÿò åäè-íèöû, à âíóòðè êàæäîå ÷èñëî ðàâíî ñóììå äâóõ ÷èñåë íàä íèì. Êîý�-�èöèåíò Ck
n íàõîäèòñÿ íà k-ì ìåñòå â n-é ñòðîêå ýòîé òàáëèöû, åñëèñ÷èòàòü ñ íóëÿ, à ñàìà òàáëèöà íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ.

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .�èñ. 5Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ óïðîùàåò ïðàêòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå áèíîìè-àëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ïðè ìàëûõ n è k.Ñî÷åòàíèåì ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ïî k íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííàÿ

k-ýëåìåíòíàÿ âûáîðêà èç n îáúåêòîâ, â êîòîðîé íåêîòîðûå îáúåêòû ìî-ãóò âñòðå÷àòüñÿ ïî íåñêîëüêî ðàç. ×èñëî ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç
n ïî k îáîçíà÷àåòñÿ C̄k

n.×òîáû âûâåñòè �îðìóëó äëÿ C̄k
n , ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìèìîæíî ðàçëîæèòü k îäèíàêîâûõ øàðîâ ïî n ðàçëè÷íûì ÿùèêàì. Çà-íóìåðóåì ÿùèêè ÷èñëàìè îò 1 äî n è íà êàæäîì øàðå íàïèøåì íî-ìåð ÿùèêà, â êîòîðûé ìû åãî ñîáèðàåìñÿ ïîëîæèòü. Ïîëó÷èòñÿ íàáîð(íåóïîðÿäî÷åííûé � âåäü øàðû îäèíàêîâû) èç k ÷èñåë îò 1 äî n, ò. å.ñî÷åòàíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ïî k, ÷èñëî êîòîðûõ ìû îáîçíà÷èëè C̄k

n .Òåïåðü âûëîæèì íàøè k øàðîâ â ðÿä è ðàññòàâèì ïåðåãîðîäêè, ðàç-äåëÿþùèå ÿùèêè: øàðû îò ëåâîãî êðàÿ äî ïåðâîé ïåðåãîðîäêè êëàä¼ìâ ïåðâûé ÿùèê, îò ïåðâîé ïåðåãîðîäêè äî âòîðîé � âî âòîðîé, . . . , îòïîñëåäíåé ïåðåãîðîäêè äî ïðàâîãî êðàÿ � â n-é (ðèñ. 6).Ó íàñ åñòü n + k − 1 ìåñòî, íà êîòîðûõ ìîæåò áûòü ëèáî øàð, ëè-áî ïåðåãîðîäêà, ïðè÷¼ì íà k ìåñòàõ íàõîäÿòñÿ øàðû. Çíà÷èò, èñêîìîå÷èñëî ñïîñîáîâ ðàâíî Ck
n+k−1. Èòàê,

C̄k
n = Ck

n+k−1 =
(n + k − 1)!

(n − 1)! k!
.19



© ©
︸ ︷︷ ︸1-é ÿùèê © © © ©

︸ ︷︷ ︸2-é ÿùèê . . . © © ©
︸ ︷︷ ︸

n-é ÿùèê�èñ. 6Çàäà÷è48◦. Äîêàçàòü, ÷òî n(n − 1) . . . (n − k + 1) äåëèòñÿ íà k!.49◦. Íàéòè âñå n òàêèå, ÷òî√ à) C3
n = C8

n;á) C5
n = C10

n .50. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû n òî÷åê è ÷åðåç êàæäûå äâå èç íèõ ïðîâå-äåíà ïðÿìàÿ, ïðè÷¼ì íèêàêèå äâå ïðÿìûå íå ïàðàëëåëüíû è íèêàêèåòðè èç íèõ íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Íàéòè ÷èñëî âñåõ òî÷åê ïå-ðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ.
√ 51∗. ×åðåç öåíòð ñ�åðû ïðîâåäåíî íåñêîëüêî ïëîñêîñòåé. Îêðóæíîñòè,ïîëó÷àþùèåñÿ â ñå÷åíèè ñ�åðû ýòèìè ïëîñêîñòÿìè, ïåðåñåêàþòñÿ â 22òî÷êàõ, ïðè÷¼ì â 12 èç íèõ ïåðåñåêàþòñÿ ïî äâå îêðóæíîñòè, à â îñòàëü-íûõ 10 � ïî òðè. Ñêîëüêî âñåãî ïðîâåäåíî ïëîñêîñòåé?52◦. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü íà äâå êîìàíäû ãðóïïó èç 7ìàëü÷èêîâ è 8 äåâî÷åê òàê, ÷òîáû â ïåðâîé êîìàíäå áûëî 4 ìàëü÷èêà è3 äåâî÷êè?53◦. Èç îòðÿäà ñîëäàò â 50 ÷åëîâåê åæåäíåâíî íàçíà÷àþò â êàðàóë ÷åòû-ð¼õ ÷åëîâåê. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ñîñòàâèòü êàðàóë è ñêîëüêîðàç îäíîìó è òîìó æå ñîëäàòó ïðèä¼òñÿ áûòü â êàðàóëå?54◦. Â àðõèïåëàãå êàæäûé îñòðîâ ñîåäèí¼í ðîâíî ñ ñåìüþ äðóãèìè.Ñêîëüêî â ýòîì àðõèïåëàãå îñòðîâîâ, åñëè ìîñòîâ � 84?55. à) Àâòîáóñíûé áèëåò ñ÷èòàåòñÿ ñ÷àñòëèâûì, åñëè ïåðâûå òðè öè�ðûåãî øåñòèçíà÷íîãî íîìåðà íå÷¼òíû è ðàçëè÷íû, à âòîðûå òðè � ÷¼òíû,ïðè÷¼ì öè�ðû 7 è 8 íå ñòîÿò ðÿäîì. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñ÷àñòëèâûõíîìåðîâ?√ á) Àâòîáóñíûé áèëåò ñ÷èòàåòñÿ ñ÷àñòëèâûì, åñëè â åãî íîìåðå íåâñòðå÷àåòñÿ ÷èñëî 13 è âñå öè�ðû èäóò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ñêîëüêîñóùåñòâóåò ñ÷àñòëèâûõ íîìåðîâ? (Íîìåð ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ.)
√ 56◦. Âû÷èñëèòü çíàêîïåðåìåííóþ ñóììó áèíîìèàëüíûõ êîý��èöèåí-òîâ: C0

n − C1
n + C2

n − C3
n + . . . + (−1)nCn

n .20



57. Âû÷èñëèòü1à) C0
n + C4

n + C8
n + . . . + C

4[n/4]
n ;

√ á) C0
n + C3

n + C6
n + . . . + C

3[n/3]
n .58. Âû÷èñëèòü

√ à)◦ n∑

k=0

(k + 1)Ck
n;á)◦ n∑

k=0

(2k + 1)Ck
n;

√ â)∗ n∑

k=1

(−1)k+1kCk
n;

ã)∗ n∑

k=0

1
k+1Ck

n;ä)⋆ n∑

k=0

(−1)k

k+1 Ck
n;å)⋆ n∑

k=0

(−1)k(Ck
n)2.

√ 59. Â êóïå æåëåçíîäîðîæíîãî âàãîíà èìååòñÿ äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ äè-âàíà ïî 5 ìåñò â êàæäîì (âñå ìåñòà çàíóìåðîâàíû). Èç 10 ïàññàæèðîâ÷åòâåðî õîòÿò ñåñòü ïî õîäó ïîåçäà, òðîå � ïðîòèâ äâèæåíèÿ, à îñòàëü-íûì âñ¼ ðàâíî. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò ðàçìåñòèòüñÿ ïàññàæèðû âñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèìè ïîæåëàíèÿìè?
√ 60. Áåðóòñÿ âñå êîñòè ½îáîáù¼ííîãî äîìèíî� (îò 0|0 äî n|n).à) Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî êîñòåé ñ ñóììîé î÷êîâ n − k ðàâíî ÷èñëóêîñòåé ñ ñóììîé î÷êîâ n + k.á) Íàéòè îáùåå ÷èñëî êîñòåé òàêîãî äîìèíî.61. à) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü 12 ÷åëîâåê èç 17, åñëèñðåäè íèõ åñòü äâîå, êîòîðûõ íåëüçÿ âûáèðàòü âìåñòå?√ á) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü m ÷åëîâåê èç n òàê, ÷òîáûäàííûå p ÷åëîâåê íå áûëè âûáðàíû âìåñòå.62. Ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü ïÿòèáóêâåííûõ ñëîâ èç 7 ãëàñíûõ è 20ñîãëàñíûõ áóêâ, åñëè ãëàñíûå äîëæíû ÷åðåäîâàòüñÿ ñ ñîãëàñíûìè èà) áóêâû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ;á) áóêâû íå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ.
√ 63. Íàéòè êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n = pk1

1 pk2

2 . . . pkm

m ,ðàçëîæåííîãî íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè (âñå pi � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïðî-ñòûå ÷èñëà, à ki � íàòóðàëüíûå).
√ 64∗. Äîêàçàòü �îðìóëó Ck

n+m =
k∑

l=0

Cl
nCk−l

m (ñâ¼ðòêà Âàíäåðìîíäà).1Ñì. ñíîñêó íà ñ. � 5 21



65⋆. Äîêàçàòü ïîëèíîìèàëüíóþ �îðìóëó :
(x1 + . . . + xm)n =

∑

k1+...+km=n
k1,...,km>0

n!

k1! . . . km!
xk1

1 . . . xkm

m .

√ 66. Íà ðèñ. 7 èçîáðàæåíà ïðÿìîóãîëüíàÿ ñåòêà m × n.à) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîïàñòü èç òî÷êè O â òî÷êó Q, åñëèìîæíî äâèãàòüñÿ ëèøü âïðàâî è ââåðõ ïî îòðåçêàì ñåòêè?á) Ñêîëüêî èç ýòèõ ïóòåé ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó R?
O

s

n

r m

R

Q

�èñ. 767. Íàéòè ñóììó ñëàãàåìûõ, íå ñîäåðæàùèõ èððàöèîíàëüíîñòåé, â âû-ðàæåíèè√ à) (
3
√

3 +
√

2
)5;á) (

5
√

3 + 7
√

2
)24.68⋆. Ñóùåñòâóþò ëè ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà a, b, c, d òàêèå, ÷òî

(

a + b
√

2
)2

+
(

c + d
√

2
)2

= 7 + 5
√

2?69⋆. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n è öåëîãî k > 0 íàéòè êîëè÷åñòâîðåøåíèéà) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ
x1 + . . . + xn = k;á) â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ òîãî æå óðàâíåíèÿ;22



â) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ íåðàâåíñòâà
x1 + . . . + xn 6 k.

√ 70∗. Äîêàçàòü, ÷òî
Cn

n + Cn
n+1 + Cn

n+2 + . . . + Cn
n+m−1 = Cn+1

n+m.Âûâåñòè îòñþäà �îðìóëû äëÿ ñóìì:
1 + 2 + 3 + 4 + . . . + m;

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . . + m · (m + 1);

1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + . . . + m · (m + 1) · (m + 2);

12 + 22 + 32 + . . . + m2;

13 + 23 + 33 + . . . + m3.71⋆. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ n > k íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë
Ck

n, Ck
n+1, . . . , C

k
n+k ðàâåí 1.

√ 72. Äàíû ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ ê ðàññòàíîâêå øàõìàòíûõ �èãóð:1) áåëûå è ÷¼ðíûå �èãóðû ñòîÿò ñèììåòðè÷íî íà ïåðâîì è âîñüìîìðÿäàõ ñîîòâåòñòâåííî, áåëûå ïåøêè çàíèìàþò âòîðîé ðÿä, ÷¼ðíûå �ñåäüìîé;2) ñëîíû áåëûõ ðàçíîöâåòíûå (ñòîÿò íà ïîëÿõ ðàçíîãî öâåòà);3) áåëûé êîðîëü ñòîèò ìåæäó äâóìÿ áåëûìè ëàäüÿìè.Íàéòè ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ øàõìàòíûõ ïîçèöèé, óäîâëå-òâîðÿþùèõà)◦ óñëîâèþ 1);á) óñëîâèÿì 1), 2);â)∗ óñëîâèÿì 1), 2), 3).Âàðèàíò èãðû, â êîòîðîì âûïîëíåíû âñå òðè óñëîâèÿ, ïðèäóìàë îäèííà-äöàòûé ÷åìïèîí ìèðà ïî øàõìàòàì �îáåðò Äæåéìñ Ôèøåð, è ñ òåõ ïîð òà-êèå øàõìàòû íàçûâàþòñÿ ½ñëó÷àéíûå øàõìàòû Ôèøåðà�. Âûáðàííàÿ íàóãàä(îáû÷íî êîìïüþòåðîì) ðàññòàíîâêà �èãóð íå ïîçâîëÿåò èãðîêàì ïîëüçîâàòü-ñÿ äåáþòíîé òåîðèåé è çàñòàâëÿåò èãðàòü ñàìîñòîÿòåëüíî óæå ñ ïåðâîãî õîäà.73⋆. Äîñòóï ê ñåé�ó èìåþò 9 ÷ëåíîâ êîìèññèè. Êàêèì íàèìåíüøèì÷èñëîì çàìêîâ íàäî ñíàáäèòü ñåé� äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè îïðåäåë¼ííîìíàáîðå êëþ÷åé ëþáûå øåñòü ÷ëåíîâ êîìèññèè, ñîáðàâøèñü âìåñòå, ìîã-ëè åãî îòêðûòü, à ëþáûõ ïÿòè áûëî íåäîñòàòî÷íî? Óêàçàòü òàêæå, êàêðàñïðåäåëèòü êëþ÷è ìåæäó ÷ëåíàìè êîìèññèè.23



74⋆. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cn ÷èñëî ñïîñîáîâ ñîåäèíèòü 2n òî÷åê íà îêðóæ-íîñòè n íåïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè (òî÷êè ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè).à) Äîêàçàòü, ÷òî
Cn = C0Cn−1 + C1Cn−2 + C2Cn−3 + . . . + Cn−2C1 + Cn−1C0.á) Äîêàçàòü, ÷òî

Cn =
Cn

2n

n + 1
=

(2n)!

n! (n + 1)!
.×èñëà Cn íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Êàòàëàíà.� 6. Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèéÏðåæäå ÷åì âûâîäèòü ýòó �îðìóëó â îáùåì âèäå, ðàññìîòðèì íåñêîëü-êî ïðîñòûõ ïðèìåðîâ.Ïðèìåð. Êàæäûé èç 25 ó÷åíèêîâ èçó÷àåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èçäâóõ èíîñòðàííûõ ÿçûêîâ: àíãëèéñêèé èëè �ðàíöóçñêèé, ïðè÷¼ì àí-ãëèéñêèé èçó÷àþò 15 ó÷åíèêîâ, à �ðàíöóçñêèé � 12. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâèçó÷àþò îáà ÿçûêà?�åøåíèå. Åñëè ñëîæèòü êîëè÷åñòâà ó÷åíèêîâ, èçó÷àþùèõ àíãëèé-ñêèé è èçó÷àþùèõ �ðàíöóçñêèé, òî áóäóò äâàæäû ïîñ÷èòàíû ó÷åíèêè,èçó÷àþùèå îáà ÿçûêà. Åñëè èõ âû÷åñòü èç ýòîé ñóììû, òî êàê ðàç ïî-ëó÷èòñÿ ÷èñëî ó÷åíèêîâ â êëàññå. Çíà÷èò, ó÷åíèêîâ, èçó÷àþùèõ îáàÿçûêà, 15 + 12 − 25 = 2.Îòâåò: 2.Ïðèíöèï, ïðèìåí¼ííûé íàìè â ýòîé çàäà÷å, ëåãêî ðàñïðîñòðàíèòüíà îáùèé ñëó÷àé. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â îáúåäèíåíèè äâóõ êîíå÷íûõìíîæåñòâ ðàâíî ñóììå êîëè÷åñòâ ýëåìåíòîâ ýòèõ ìíîæåñòâ ìèíóñ êî-ëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â èõ ïåðåñå÷åíèè (ñì. ðèñ. 8).Äàëåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A ìû áóäåì íàçûâàòüìîùíîñòüþ ýòîãî ìíîæåñòâà è îáîçíà÷àòü |A|. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõñ�îðìóëèðîâàííûé ïðèíöèï ìîæíî çàïèñàòü òàê:

|A ∪ B| = |A| + |B| − |A ∩ B|.Ýòî � �îðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ.24



A B�èñ. 8�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé òð¼õ ìíîæåñòâ A, B, C (ñì. ðèñ. 9). Äëÿïîäñ÷¼òà ìîùíîñòè îáúåäèíåíèÿ |A ∪ B ∪ C| ñïåðâà ñëîæèì ìîùíîñòèâñåõ òð¼õ ìíîæåñòâ: |A|+|B|+|C|. Â ýòîé ñóììå ýëåìåíòû, ïðèíàäëåæà-ùèå ðîâíî äâóì ìíîæåñòâàì, ïîñ÷èòàíû äâà ðàçà, ïîýòîìó âû÷òåì èçíå¼ ìîùíîñòè ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé. Ïîëó÷èì |A|+ |B|+ |C|−|A∩B|−
|A ∩ C| − |B ∩ C|. Òåïåðü âèäíî, ÷òî ìû ½ïåðåñòàðàëèñü� ñ ìîùíîñòüþòðîéíîãî ïåðåñå÷åíèÿ A ∩ B ∩ C, êîòîðàÿ â èòîãå îêàçàëàñü âêëþ÷å-íà è èñêëþ÷åíà îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç, ò. å. íå ïîñ÷èòàíà. Îñòàëîñü å¼ïðèáàâèòü è ïîëó÷èòü �îðìóëó
|A ∪ B ∪ C| = |A| + |B| + |C| − |A ∩ B| − |A ∩ C| − |B ∩ C| + |A ∩ B ∩ C|.

A B

C�èñ. 9Ïðèìåð. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ, â êî-òîðûõ íèêàêèå äâà èç òð¼õ äàííûõ ýëåìåíòîâ a, b, c íå ñòîÿò ðÿäîì(â êàêîì-ëèáî ïîðÿäêå)?�åøåíèå. 1. Íàéä¼ì ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê, â êîòîðûõ �èêñèðîâàííûåäâà ýëåìåíòà a è b ñòîÿò ðÿäîì. Îáúåäèíèì a è b â îäèí ýëåìåíò �ñíà÷àëà â ab, à ïîòîì â ba � è áóäåì ïåðåñòàâëÿòü åãî ñ îñòàëüíûìèýëåìåíòàìè. Â êàæäîì èç äâóõ ñëó÷àåâ ïîëó÷èì (n − 1)! ïåðåñòàíîâîê,ò. å. âñåãî 2(n − 1)! ïåðåñòàíîâîê.2. Òî÷íî òàê æå ïåðåñòàíîâîê, â êîòîðûõ ýëåìåíòû a è c (b è c) ñòîÿòðÿäîì, âñåãî 2(n − 1)!. 25



3. Ïîñ÷èòàåì ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê, â êîòîðûõ âñå òðè ýëåìåíòà a, b è cñòîÿò ðÿäîì. Âñåãî 3! = 6 ñïîñîáîâ îáúåäèíèòü ýòè òðè ýëåìåíòà â îäèí,è â êàæäîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò (n−2)! ïåðåñòàíîâêè ýòîãî îáúåäèí¼ííîãîýëåìåíòà ñ îñòàëüíûìè. Ïîýòîìó âñåãî ïîëó÷àåì 6(n−2)! ïåðåñòàíîâîê.4. Ïî �îðìóëå âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé ïîëó÷àåìÎòâåò: n! − 6(n − 1)! + 6(n − 2)!.Áûâàåò, ÷òî èñêîìàÿ âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, è äëÿ íå¼âîçìîæåí öåëûé äèàïàçîí çíà÷åíèé.Ïðèìåð. Âàíÿ, Ïåòÿ è Îëÿ ðåøèëè 10 çàäà÷. Ïåòÿ èç ýòèõ çàäà÷ðåøèë 7, Îëÿ � 8, à Âàíÿ � 9. Ñêîëüêî çàäà÷ ðåøèëè âñå òðîå?�åøåíèå. 1. Ïåòÿ íå ðåøèë 3 çàäà÷è, Îëÿ � 2, Âàíÿ � 1. Ò. ê.
3 + 2 + 1 < 10, òî âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà êàæäóþ íå ðåø¼ííóþêåì-òî çàäà÷ó ðåøèëè äâîå äðóãèõ (ò. å. ìíîæåñòâà íåðåø¼ííûõ çàäà÷ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ). Â ýòîé ñèòóàöèè è äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëüíîâîçìîæíîå ÷èñëî çàäà÷, ðåø¼ííûõ âñåìè, ðàâíîå 10 − (3 + 2 + 1) = 4.2. Ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå (è òåì áîëåå, âñå ïðîìåæóòî÷íûå) ÷èñëî7 ðåàëèçóåòñÿ òàê: Îëÿ ñ Âàíåé ðåøàþò âñå 7 Ïåòèíûõ çàäà÷, à îñòàëü-íûå 3 êàê-òî ðàñïðåäåëÿþò ìåæäó ñîáîé.Îòâåò: îò 4 äî 7.Äëÿ n ìíîæåñòâ �îðìóëó âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé ìîæíî ïîëó÷èòüèíäóêöèåé1. Íî åñòü è äðóãîé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà, à òî÷íåå, âûâîäàýòîé �îðìóëû. Åãî ìû ñåé÷àñ è ïðèìåíèì, à çàîäíî ïðîäåìîíñòðèðóåì÷èòàòåëþ âåñüìà ïîëåçíóþ òåõíèêó.Èòàê, ïóñòü äàíû êîíå÷íûå ìíîæåñòâà A1, . . . , An è òðåáóåòñÿ âûðà-çèòü ìîùíîñòü èõ îáúåäèíåíèÿ B = A1 ∪ . . . ∪ An ÷åðåç ìîùíîñòè èõâñåâîçìîæíûõ ïåðåñå÷åíèé2.Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâàA îïðåäåëèì åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíê-öèþ χA �îðìóëîé

χA(x) =

{

1, åñëè x ∈ A

0 åñëè x /∈ A.Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî3
χA∩B = χA · χB, χ

Ā = 1 − χA, (6)1Äëÿ ýòîãî, ïðàâäà, å¼ ñïåðâà íàäî óãàäàòü!2È â ÷àñòíîñòè, ÷åðåç ìîùíîñòè ñàìèõ ìíîæåñòâ.3Çàïèñü f = g, ãäå f è g � �óíêöèè, îïðåäåë¼ííûå íà ìíîæåñòâå X, îçíà÷àåò,÷òî f(x) = g(x) äëÿ âñåõ x ∈ X. 26



ãäå ÷åðåç Ā îáîçíà÷åíî äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A, ò. å. ìíîæåñòâî âñåõýëåìåíòîâ, íå ïðèíàäëåæàùèõ A (âñå ìíîæåñòâà ìîæíî ñ÷èòàòü ïîä-ìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà B).Òåïåðü âûðàçèì îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ÷åðåç ïåðåñå÷åíèå è äîïîë-íåíèå ïî çàêîíó äå Ìîðãàíà:
A1 ∪ . . . ∪ An = A1 ∩ . . . ∩ An (7)(ýëåìåíò íå ëåæèò â îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàîí íå ëåæèò íè â îäíîì èç íèõ èëè, ÷òî òî æå, ëåæèò â äîïîëíåíèèêàæäîãî èç íèõ, ò. å. â ïåðåñå÷åíèè ýòèõ äîïîëíåíèé).Âçÿâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (7) èïðèìåíèâ �îðìóëû (6), ïîëó÷èì

1 − χA1∪...∪An
= (1 − χA1

) . . . (1 − χAn
).Äàëåå, ðàñêðûâàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ñêîáêè è âíîâü ïðèìåíÿÿ �îðìó-ëû (6) (óæå òîëüêî äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ), ïîëó÷èì

χA1∪...∪An
= (χA1

+ . . . + χAn
) − (χA1∩A2

+ . . . + χAn−1∩An

︸ ︷︷ ︸âñå C2

n
ïåðåñå÷åíèé )+

+ (χA1∩A2∩A3
+ . . . + χAn−2∩An−1∩An

︸ ︷︷ ︸âñå C3

n
ïåðåñå÷åíèé ) − . . . + (−1)n−1χA1∩...∩An

. (8)Îñòàëîñü ïåðåéòè îò õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé ê ìîùíîñòÿì.Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì
|A| =

∑

x∈B

χA(x)(ñêëàäûâàþòñÿ åäèíèöû è íóëè, ïðè÷¼ì åäèíèö ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêîýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå A), ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ïðîñóììèðóåì ïî âñåì
x ∈ B ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåìûå ïîäñòàíîâêîé x â �îðìóëó (8). Ïîëó÷èì�îðìóëó âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé
|A1 ∪ . . . ∪ An| = (|A1| + . . . + |An|) − (|A1 ∩ A2| + . . . + |An−1 ∩ An|)+

+(|A1∩A2∩A3|+ . . .+ |An−2∩An−1∩An|)− . . .+(−1)n−1|A1∩. . .∩An|.Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé ñïðàâåäëèâà íå òîëüêî äëÿ ìîù-íîñòåé êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, íî è äëÿ äëèí îòðåçêîâ, ìåð óãëîâ, ïëîùà-äåé è îáú¼ìîâ �èãóð è ò. ï. 27



Ïðèìåð. Íà ñòîðîíå AD òðåóãîëüíèêà AMD âçÿòû òàêèå òî÷êè
B è C, ÷òî ∠AMC = ∠BMD = 90◦ è ∠BMC = ϕ. Íàéòè ïëîùàäüòðåóãîëüíèêà BMC, åñëè ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ AMC è BMD ðàâíû
p è q.�åøåíèå. Ñì. ðèñ. 10.

A B C D

M

ϕ

�èñ. 10Îáîçíà÷èì SBMC = x è SAMD = y. Ïî �îðìóëå âêëþ÷åíèé è èñ-êëþ÷åíèé äëÿ ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ y = p + q − x, îòêóäà
x + y = p + q. (∗)Ïî òîé æå �îðìóëå äëÿ óãëîâ∠AMD = ∠AMC+∠BMD−∠BMC =

= 180◦− ϕ. Ïî �îðìóëàì ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà x = 1
2BM ·MC · sin ϕ,

y = 1
2AM · MD · sin(180◦− ϕ), p = 1

2AM · MC, q = 1
2BM · MD, îòêóäà

xy = 1
4AM · MC · BM · MD · sin ϕ · sin(180◦− ϕ) = pq sin2 ϕ. (∗∗)Èç (∗) è (∗∗) ïî òåîðåìå, îáðàòíîé òåîðåìå Âèåòà, x è y � êîðíèêâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà t2 − (p + q)t + pq sin2 ϕ. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

x < y, íàõîäèì
x =

p + q −
√

(p + q)2 − 4pq sin2 ϕ

2
.Îòâåò: p+q−

√
(p+q)2−4pq sin2 ϕ

2 .Çàäà÷è75◦. Â êëàññå 35 ÷åëîâåê. Èç íèõ 20 çàíèìàþòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîìêðóæêå, 11 � â áèîëîãè÷åñêîì è 10 ðåáÿò íå ïîñåùàþò ýòè êðóæêè.Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ õîäÿò â îáà êðóæêà?28



76◦. Â ïîõîä ïîøëè 92 ÷åëîâåêà. Áóòåðáðîäû ñ êîëáàñîé âçÿëè 47 ÷å-ëîâåê, ñ ñûðîì � 38 ÷åëîâåê, ñ âåò÷èíîé � 42 ÷åëîâåêà, è ñ ñûðîì, èñ êîëáàñîé � 28 ÷åëîâåê, è ñ êîëáàñîé, è ñ âåò÷èíîé � 31 ÷åëîâåê, èñ ñûðîì, è ñ âåò÷èíîé � 26 ÷åëîâåê. Âñå òðè âèäà áóòåðáðîäîâ âçÿ-ëè 25 ÷åëîâåê, à íåñêîëüêî ÷åëîâåê âìåñòî áóòåðáðîäîâ âçÿëè ïèðîãè.Ñêîëüêî èõ áûëî?
√ 77◦. Êàæäûé èç ðàáîòàþùèõ â îòäåëå ÷åëîâåê çíàåò õîòÿ áû îäèí èíî-ñòðàííûé ÿçûê: 6 çíàþò àíãëèéñêèé, 6 � íåìåöêèé, 7 � �ðàíöóçñêèé,4 çíàþò àíãëèéñêèé è íåìåöêèé, 3 � íåìåöêèé è �ðàíöóçñêèé, 2 ��ðàíöóçñêèé è àíãëèéñêèé.à) Ñêîëüêî ÷åëîâåê ðàáîòàåò â îòäåëå?á) Ñêîëüêî èç íèõ çíàåò òîëüêî àíãëèéñêèé?â) Òîëüêî �ðàíöóçñêèé?78. Èç 100 êóáèêîâ 80 èìåþò êðàñíóþ ãðàíü, 85 � ñèíþþ, 75 � çåë¼íóþ.Ñêîëüêî êóáèêîâ èìåþò ãðàíè âñåõ òð¼õ öâåòîâ?
√ 79. Ñêîëüêî ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1000,à) äåëÿòñÿ íà 3, íî íå äåëÿòñÿ íà 5?á) íå äåëÿòñÿ íè íà 3, íè íà 5?â) íå äåëÿòñÿ íè íà 3, íè íà 5, íè íà 7?80⋆. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(n) êîëè÷åñòâî, íå áîëüøèõ n è âçàèìíî ïðî-ñòûõ ñ íèì. Ïóñòü n = pα1

1 pα2

2 . . . pαk

k , ãäå p1, p2, . . . , pk � ïîïàðíî ðàç-ëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, à α1, α2, . . . , αk � íàòóðàëüíûå. Äîêàçàòü, ÷òî
ϕ(n) = n

(

1 − 1

p1

) (

1 − 1

p2

)

. . .

(

1 − 1

pk

)

.Ôóíêöèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé Ýéëåðà è èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè÷èñåë.
√ 81. Íà ïåðâîì êóðñå 80% ñòóäåíòîâ ñäàëè ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêå, 85%� ïî �èçèêå, 90% � ïî õèìèè, 98% � ïî èñòîðèè. Êàêàÿ ÷àñòü âñåõïåðâîêóðñíèêîâ ñäàëà âñå ýêçàìåíû?82. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a è b èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî1ÍÎÄ(a, b) ·ÍÎÊ(a, b) = ab.1Â êîòîðîì èñïîëüçîâàíû ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äå-ëèòåëÿ è íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.29



√ 83◦. Íà ïîëó â êîìíàòå ïëîùàäüþ 6 ì2 ïîñòåëåíû òðè êîâðà ïëîùàäüþ3 ì2 êàæäûé. Äîêàçàòü, ÷òî êàêèå-òî äâà èç ýòèõ êîâðîâ íàëåãàþò äðóãíà äðóãà ïî ïëîùàäè, íå ìåíüøåé 1 ì2.
√ 84. Àíäðåé íàïèñàë n ïèñåì n ðàçëè÷íûì ëþäÿì è çàãîòîâèë n êîí-âåðòîâ ñ èõ àäðåñàìè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãæíî âëîæèòü ïèñüìà âêîíâåðòû, ÷òîáû íè îäíî ïèñüìî íå äîøëî äî àäðåñàòà?85⋆. Âíóòðè êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 2 ðàñïîëîæåíî 7 ìíîãîóãîëüíèêîâïëîùàäè íå ìåíåå 1 êàæäûé. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ìíîãîóãîëü-íèêà, ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿ êîòîðûõ íå ìåíåå 1/7.86⋆. Äàíû 1985 45-ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ òàêèõ, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþ-áûõ äâóõ èç íèõ ñîñòîèò èç 89 ýëåìåíòîâ. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â îáúåäè-íåíèè âñåõ ýòèõ ìíîæåñòâ?87⋆. Êàæäóþ âåðøèíó ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ðàñêðàøèâàþò â îäèíèç m öâåòîâ, ïðè ýòîì ðàñêðàñêè, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà ïîâî-ðîòîì âîêðóã öåíòðà, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè. Ñêîëüêî n-óãîëüíèêîâìîæíî ðàñêðàñèòü ïî-ðàçíîìó, åñëèà) n = p;á) n = pq;â) n = p3;ã) n = p2q, ãäå p, q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà?Ìàòåìàòè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ

a ∈ A � ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A;
{a, b, c} � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ a, b è c;
{a} � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà a;
A = B � ìíîæåñòâà A è B ðàâíû (ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ);
{ x | P (x) } � ìíîæåñòâî âñåõ x, äëÿ êîòîðûõ âåðíî óòâåðæäåíèå P (x);
A ∪ B = { x | x ∈ A èëè x ∈ B } � îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B;
A ∩ B = { x | x ∈ A è x ∈ B } � ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è B.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Âèëåíêèí Í.ß., Âèëåíêèí À.Í., Âèëåíêèí Ï.À. Êîìáèíàòîðèêà.� Ì.: ÔÈÌÀ, ÌÖÍÌÎ, 2006.2. �îðáà÷¼â Í. Â. Ñáîðíèê îëèìïèàäíûõ çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå. � Ì.:ÌÖÍÌÎ, 2004. 30
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